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Abgabe: Donnerstag, den 14.02.2013 in der Vorlesung.

Aufgabe 1:

Es seien 0 < r < R gegeben. Betrachten Sie die Abbildung

F : R2 → R3

(φ, ψ) 7→ ((R− r cosψ) cosφ, (R− r cosφ) sinφ, r sinφ)

(a) Skizzieren Sie M = imF .

(b) Bestimmen Sie U ⊂ R2 so, dass F |U eine Parametrisierung von M liefert und M \F (U)
eine endliche Vereinigung höchstens eindimensionaler Untermannigfaltigkeiten ist.

(c) Berechnen Sie vol2(M).

Aufgabe 2:

Es seien U, V ⊂ Rn offen, F : U → Rn+1 und G : V → Rn+1 Parametrisierungen einer
UntermannigfaltigkeitM ⊂ Rn+1 undH : V → U ein Diffeomorphismus mit det(dH(x)) > 0
für alle x ∈ V . Zeigen Sie: Für jede stetige Abbildung X : M → Rn+1 gilt∫

V

det(X ◦G, ∂G
∂x1

, . . . ,
∂G

∂xn
)(x) dnx =

∫
U

det(X ◦ F, ∂F
∂y1

, . . . ,
∂F

∂yn
)(y)dny

Aufgabe 3:

Es sei Sn ⊂ Rn+1 die Einheitssphäre und es sei F : Rn → Sn die Abbildung, die einem
Punkt x ∈ Rn den zweiten Schnittpunkt der Geraden durch (0, x1, . . . , xn) und (1, 0, . . . , 0) ∈
R × Rn = Rn+1 zuordnet. Zeigen Sie, dass F eine Parametrisierung ist mit Sn \ F (U) =
{(1, 0, . . . , 0)} und geben Sie den Korrekturfaktor

√
gF (x) an.

Aufgabe 4:

Es sei γ : [a, b] → Rn eine glatte regulär parametrisierte Kurve, ϕ : [c, d] → [a, b] ein
Diffeomorphismus und δ = γ ◦ ϕ : [c, d]→ Rn. Zeigen Sie:

(a) Falls n = 2 und ϕ̇(s) ≥ 0, gilt

det(δ̇, δ̈)

||δ̇||3
(t) =

det(γ̇, γ̈)

||γ̇||3
(ϕ(t))

und falls || ˙δ(t)|| = 1 stimmt dieser Ausdruck mit der gewichteten Krümmung κ̄(δ(t))
überein.



(b) Falls n ≥ 2, gilt√
||δ̇||2||δ̈||2 − 〈δ̇, δ̈〉2

||δ̇||3
(t) =

√
||γ̇||2||γ̈||2 − 〈γ̇, γ̈〉2

||γ̇||3
(φ(t))

und falls || ˙δ(t)|| = 1 auf ganz [c, d], stimmt dieser Ausdruck mit der Krümmung κ(δ(t))
überein.

Leiten Sie daraus jeweils Ausdrücke für die Totalkrümmung K(C) und K̄(C) für beliebig
parametrisierte Kurven ab.


