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1 Inhaltsfunktionen

In diesem Kapitel wird der Jordansche Inhaltsbegriff fiir Mengen £ C R”™ erklart. Dabei wird
das Volumen zunichst fiir endliche Vereinigungen von achsenparallelen Quadern, sogenannte
Figuren, elementargeometrisch definiert. Dann werden beliebige, beschrankte Mengen E C R"
von auBen und von innen durch solche Figuren approximiert. Es stellt sich heraus, dass auf diese
Weise zwar fiir hinreichend reguldare Mengen ein verniinftiger Inhaltsbegriff gegeben ist, dass
aber andererseits mit diesem Zugang nicht einmal allen beschriankten, offenen Mengen sinnvoll
ein Volumen zugeordnet werden kann. Parallel zu der konkreten Diskussion im R™ werden die
Begriffe Halbring, Ring, Inhalt allgemein definiert.

Definition 1.1 (Quader) FEine Menge I C R heifst Intervall, wenn es a,b € R mit a < b
gibt, so dass gilt:

(1.1) (a,b) C I C la,b.

Ein achsenparalleler n-dimensionaler Quader (im Folgenden kurz als Quader bezeichnet) ist
ein kartesisches Produkt @ = Iy x ... x I, C R™ von Intervallen. Sind a; < b; die Intervall-
grenzen von I;, so ist das elementargeometrische Volumen von Q definiert als

(1.2) AMQ) = ] —aj) = 0.
j=1

Auch die leere Menge ist ein Intervall, denn es gilt ) = (a,a) fiir jedes a € R. Die Grenzen
eines nichtleeren Intervalls I sind eindeutig bestimmt als inf I und sup I. Die leere Menge ist
auch ein n-dimensionaler Quader wegen ) = 0 x ... x 0.

Wir wollen nun die Menge aller Quader im R™ betrachten. Allgemein bezeichnen wir
die Potenzmenge einer Menge X, also die Menge aller Teilmengen von X, mit 2%. Eine
Teilmenge von 2% wird in der MaBtheorie als System wvon Mengen bezeichnet, um den
Ausdruck ,,Menge von Mengen“ zu vermeiden.

Definition 1.2 (Halbring) Ein Mengensystem P C 2% heifit Halbring iber X, wenn gilt:
i) beP
(i) LQeP = PNQEREeP
(i) P,LReP = P\Q= Ule P, mit endlich vielen, paarweise disjunkten P; € P.
Satz 1.1 (Halbring P") Das System P™ der Quader im R™ ist ein Halbring.

BEwEIS: Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir n = 1, also fiir das System aller Intervalle.
Die leere Menge ist ein Intervall, denn es gilt ) = (a,a) fiir a € R beliebig. Seien I,J C R
Intervalle mit Grenzen a < b bzw. ¢ < d. Fiir I N J # ) ist max(a, ¢) < min(b,d), und

(max(a, ¢), min(b,d)) C I NJ C [max(a,c), min(b, d)].



Also ist I N J ein Intervall. I\J 148t sich als Vereinigung von hochstens zwei disjunkten
Intervallen darstellen. Wegen I'\J = I\(I N J) kénnen wir dazu J C I annehmen. Setze

I'={zel\J:x<c} I"={xel\J:z>d}.

Falls I'NI" #0, so ist c=d € I\J, also J = () bzw. I\J = I. Andernfalls gilt die disjunkte
Zerlegung I\J = I' UI", wobei

(a,c) c I' Cla,c], (d,b)CI”C]|d,b].

Dies zeigt die Behauptung im Fall n = 1.

Fir Quader P=1; X ... x I, und Q = J; X ... x J, im R" gilt
PnQ=(LNJ)x...x(I,NJdy,),

also ist P N @ ein Quader. Nun gibt es zu z € P\Q ein kleinstes k € {1,...,n} mit x; ¢ Ji.
Daraus ergibt sich die paarweise disjunkte Zerlegung

P\Q=JnJ) x ... x (Tee1 NV Tko1) X (Te\Jk) X g1 X .. X I,
k=1

Wie oben gezeigt, ist I;\Ji Vereinigung von endlich vielen (hochstens zwei) disjunkten In-
tervallen. Damit ist auch P\@ als Vereinigung von endlich vielen (hochstens 2n) paarweise
disjunkten Quadern dargestellt. O

Q

o

Der zweite Teil des Beweises von Satz 1.1 zeigt ganz allgemein Folgendes:

Folgerung 1.1 (Produktmengen) Firi=1,...,n sei P; ein Halbring iber X;. Dann ist
das System
P={P x...xP,: P, €P;}

der Produktmengen ein Halbring tdber X1 X ... x X,,.
Definition 1.3 (Inhalt) Sei P ein Halbring iber X. Eine Funktion A : P — [0, 00] mit
A(D) = 0 heifst Inhalt, wenn fiir jedes P € P gilt:

k k
(1.3) Ist P= U P; mit Pi,..., Py € P paarweise disjunkt, so folgt \(P) = Z AP;).
i=1 i=1



Satz 1.2 (Elementarinhalt von Quadern) Das elementargeometrische Volumen

n

AQ) =] — )

i=1
ist ein Inhalt auf dem Halbring P™ der Quader im R"™.

BEWwEIS: Offensichtlich ist A(})) = 0. Um die Eigenschaft (1.3) zu zeigen, verwenden wir
Induktion iiber die Dimension n. Fir n = 1 sind die charakteristischen Funktionen von
P, Py,..., P, Riemann-integrierbar und wir erhalten

k k k
Xp=>» xp, = )\I(P):/XP:Z/XPZ-:Z)\I(Pi)-
i=1 R i=1 7R i=1
Sei nun die Aussage fiir den Inhalt \,_; im R”~! schon bewiesen. Betrachte fiir den Quader

P=1 x...x1I, €P" den y-Schnitt

o Lx...xIy, fallsyel,
P,={zeR 1:(x,y)€P}—{@ const

Dann gilt P, = Ule(Pi)y und es folgt induktiv

k k k
\'(P) = / XvL(P,) dy = / IECINEEDY / X)) dy = 3N (P),

Dies beweist den Satz. O

Unser Ziel ist nun, die Definition der Inhaltsfunktion auf allgemeinere Mengen zu erweitern.
Als erstes betrachten wir dabei endliche Vereinigungen von Quadern, sogenannte Figuren.
Wie in Satz 1.3 gezeigt wird, ist das System der Figuren unter endlichen Mengenoperationen
abgeschlossen, und es ist auch das kleinste Mengensystem mit dieser Figenschaft, das die
Quader enthélt. Dafiir fiihren wir die folgenden Begriffe ein.

Definition 1.4 (Ring) Ein Mengensystem R C 2% heifit Ring tiber X, falls gilt:
i) 0eRrR
(i) ABeR=A\B€eR

(ili) A BER=AUBER.

Fiir zwei Mengen A, B in einem Ring R liegt auch der Duchschnitt wieder in R, denn es gilt
ANB=A\(A\B) € R.

Definition 1.5 (erzeugter Ring) Fiir £ C 2% sei
(1.4) o(€) :ﬂ{R:R ist Ring in X mit € C R}.
Dann ist o(§) ein Ring mit £ C o(E), und heifst der von £ erzeugte Ring. Es gilt

(1.5) R RingmitE CR = (&) CR.



Kurz gesagt ist o(€) also der kleinste Ring, der £ enthélt. Diese Beschreibung ist allerdings
nicht konstruktiv. Eine explizite Angabe der Elemente des erzeugten Rings leistet aber der
folgende Satz.

Satz 1.3 (Konstruktion des erzeugten Rings) Sei P ein Halbring iber X und F das
System aller endlichen, disjunkten Vereinigungen F = Ule P; von Mengen P; € P. Dann ist
F der von P erzeugte Ring.

BEWEIS: Jeder Ring R mit P C R enthilt nach Definition F. Es ist also nur zu zeigen, dass
F ein Ring ist. Offenbar ist () € F. Wir zeigen nun durch Induktion iiber k

k
P\|JQieF fir P,Q1,...,Qr€P.

i=1

Fiir £ =1 gilt das nach Definition 1.2. Ist die disjunkte Zerlegung P\ Ule Qi = Ué‘:1 P; fiir
ein k € N schon gefunden, so folgt

k+1 l !
P\J @i = (U P)\@kir = [ (P\Qis)-
i=1 j=1 j=1
Die Pj\Qk+1, j = 1,...,1, sind paarweise disjunkt und ihrerseits Vereinigung von endlich

vielen disjunkten Mengen aus P nach Definition 1.2, womit die Induktionsbehauptung gezeigt
ist. Sind nun E = Ule P, F = Ué‘:l Q; mit P; € P disjunkt sowie @; € P disjunkt, so folgt
die disjunkte Zerlegung

k !
E\F={]J(P\JQ)),
i=1 j=1
und damit leicht E\F € F. Schliefllich ergibt sich EUF = (E\F)UF € F. O

Satz 1.4 (Fortsetzung auf den erzeugten Ring) Sei \ ein Inhalt auf dem Halbring P
und F der von P erzeugte Ring. Dann gibt es genau einen Inhalt X : F — [0, 00] mit A|p = A.

BEWwWEIS: Ist F' = Ule P; mit P; € P paarweise disjunkt wie in Satz 1.3, so muss fiir die
Fortsetzung notwendig gelten

(1.6) M) =3 A(R).

Deshalb ist die Fortsetzung eindeutig bestimmt. Wir wollen A durch (1.6) definieren. Dazu ist
zu zeigen, dass die rechte Seite nicht von der Wahl der Zerlegung abhéngt. Sei F' = Ué’:1 Q;
eine andere disjunkte Darstellung mit @); € P. Dann folgt

Somit ist A\ wohldefiniert. Fiir eine disjunkte Vereinigung F = Ule F; mit F, F; € F schreiben

wir F; = U;”:‘l P;j mit P;q,..., Py, € P paarweise disjunkt und erhalten
. k m; k B
ME) =D MPy) =D ).
i=1 j=1 i=1



Also ist A der gesuchte Inhalt. O

Folgerung 1.2 (Monotonie und Subadditivitét) Sei A\ ein Inhalt auf dem Halbring P
tiber X. Dann gilt die Implikation

k k
Pc|JP mit P,P,....P,eP = XP)<) AP).
i=1 =1

BEwEIS: Nach Satz 1.4 kénnen wir annehmen, dass P ein Ring ist. Es gilt zunéichst die
Monotonie

PQeP,QoP = MQ) =AP)+AQ\P) > \P).

———
>0
Fir P, Py, ..., P wie in der Voraussetzung erhalten wir weiter die Subadditivitat
k k i—1 k i—1 k
AU P) =AU P\ P)) =D AP ) < Do)
1=1 i=1 j=1 i=1 j=1 1=1
Also folgt A(P) < MU=, ) < S0, A(R). O

Den vom System P™ aller Quader P C R™ erzeugten Ring bezeichnen wir mit F™. Seine
Elemente sind die Figuren, das heiffit endliche Vereinigungen von Quadern. Fiir den nach
Satz 1.4 fortgesetzten Inhalt schreiben wir A" : 7" — [0, 0o].

Definition 1.6 (Jordanscher Inhalt) Fiir eine beschrinkte Menge E C R™ definieren wir
den dufleren bzw. inneren Jordanschen Inhalt durch

vol'(E) = inf{\*(F): F Figur mit F > E}
vol"(E) = sup{\"(F): F Figur mit F' C E}.

Bei Gleichheit vol ' (E) = vol™(E) =: vol"(E) heifit E quadrierbar, und vol™(E) heift Jordan-
scher Inhalt von E.

Lemma 1.1 Die beschrinkte Menge E C R™ ist genau dann quadrierbar, wenn es zu jedem
e >0 Figuren Fy C E C Fy gibt mit \"(F2\Fy) < €.

BEwels: Fiir F], Fj € F" mit F| C E C F} gilt nach Satz 1.4
AM(FY) < AM(FY) + A" (Fy\FY) = A" (F).

Indem wir das Supremum iiber F] sowie das Infimum iiber F} bilden, folgt fiir Fy, Fy € F"

—n

(1.7) FICECE = MN(F)<vol"(E)<vol'(E) < \"(F) < oo,

und hieraus ergibt sich die Behauptung. O

Satz 1.5 (Jordaninhalt) Fir das System Q™ der quadrierbaren Mengen im R™ und den
Jordanschen Inhalt vol™ gilt:

(i) Q" ist ein Ring, der den Ring F" der Figuren enthilt.



(ii) vol™ : Q"™ — [0, 00) ist ein Inhalt mit vol™|zn = \™.
BEWEIS: Es ist klar, dass () € Q™ und vol™(0)) = 0, vgl. den Beweis von Satz 1.1. Fiir (i) ist
zu zeigen, dass mit E, E' € Q" auch F\E' und EU E’ in Q" liegen. Wihle nach Lemma 1.1
Figuren Fy C E C F, bzw. F| C E' C F; mit

A"(FQ\F1)<% und AV (ENF!) <

| ™

Offenbar gilt
F\F, C E\E' Cc K\F| und FUFCEUE C FRUF,.
Man priift durch Fallunterscheidung nach:
(B\FDO\(F1\F3) C  (F2\F1) U (F3\FY),
(FRUR)\(FLUF) C (F2\F1)U (F3\F).
Damit erhalten wir nach Folgerung 1.2
N ((F\FD\(F1\Fy)) < X(FR\F1) + A" (FR\FY) <e.

Analog ergibt sich A" ((F; U F3)\(Fy U F})) <€, und es folgt E\E', EU E’ € Q" nach
Lemma 1.1. Seien nun E, E' € Q" disjunkt. Fiir Figuren F} C E C F, bzw. F| C E' C F}
folgt dann

NU(Fy) + AY(F]) = A"(FyUF]) (nach Satz 1.4)

< vol(EUE')

= vol'(EUE') (da EUE € Q")
\Y(Fy U F))
N'(Fp) + N'(Fy).

Bilde das Supremum iiber alle F;, F| und das Infimum iiber alle Fy, F}. Dies ergibt
vol"(E U E') = vol™(E) + vol™(E'),

und damit die endliche Additivitat der Funktion VOlni‘ﬁI‘ F € F™ wahlen wir schlieflich
Fy = F, = F in (1.7) und erhalten A\*(F) = vol"(F) = vol'(F)). Damit ist der Satz bewiesen.
O]

Der Jordansche Inhalt setzt somit den Elementarinhalt A" : 7" — [0, 00] auf den Ring Q"
der quadrierbaren Mengen fort. Natiirlich stellt sich nun die Frage, wie grol Q" eigentlich
ist. Hierzu betrachten wir zunéchst zwei negative Beispiele.

Beispiel 1.1 Die Menge E = QN [0,1] C R ist nicht quadrierbar. Es gilt ndmlich:

ECF mit FeF! = [0,]]=ECF = vol(E)=1
FCE mit FeF' = int(F)=0 = vo'(E)=0.

Ein ecinzelner Punkt {z} C R ist offensichtlich quadrierbar mit vol'({z}) = 0. Also ist das
System der quadrierbaren Mengen zwar unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen, nicht
jedoch unter abzéhlbar unendlichen Vereinigungen.



Beispiel 1.2 Es gibt sogar eine offene Menge U C (0, 1), die nicht quadrierbar ist. Wihle
dazu eine Abzéhlung QN (0,1) = {q1, g2, ...} und setze fir € € (0,1/2)

U=JUx mit Uy = (g —2 ", q +2 %) N (0,1).
k=1

Wir behaupten vol' (U) < 26 < 1 = ﬂl(U ). Fr die linke Ungleichung betrachten wir eine
beliebige Figur F' C U. Ist F' kompakt, so gilt nach dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel
schon F' C |, Uy fiir ein m < oo, und es folgt

A(EF) <Y A () <) 2V Fe =26,
k=1 k=1

Ist F nicht kompakt, so wihlen wir eine Folge kompakter Figuren F; C F mit \!(F}) /
A(F), womit die Ungleichung vol' (U) < 2¢ gezeigt ist. Jede Figur F D U erfiillt andererseits

F > U = [0,1], und dies bedeutet ﬁl(U) = 1. Somit ist U ist nicht quadrierbar.

Um die quadrierbaren Mengen allgemein zu charakterisieren, benotigen wir das folgende
Verfahren, das beliebige Mengen durch Figuren in einem Gitter approximiert. Dieses Lemma
wird an mehreren Stellen der Vorlesung eingesetzt.

Lemma 1.2 (Approximation durch Gitterfiguren) Betrachte die Wiirfelfamilie Wy, =
{Qrm =27%(m +[0,1]") : m € Z"} fiir k € Ny und definiere fir E C R die Mengen

F(BE) =\ J{Qewi:Qc B}, FME)=(J{QeWi:QnE#0}.

Dann ist Fj,(E) bzw. F¥(E) abgeschlossene Vereinigung von abzihlbar vielen Wiirfeln mit
paarweise disjunktem Inneren, und es gelten folgende Aussagen:

(i) FI(E)CKR(E)Cc...CE wund FYE)DF*E)D>...DE.

(ii) F.(E) D {z € R" : dist(z, R"\E) > 27%,/n}

FF(E) C {x € R*: dist(z, E) < 27%\/n}.

(i) int(E) c Ui, Fr(E) CE  sowie E Do, F¥E)DE.



BEwEIs: Die Wiirfel in W, sind kompakt, haben paarweise disjunktes Inneres und jede
beschrinkte Menge wird nur von endlich vielen Wiirfeln in W, getroffen. Insbesondere sind
Fy(E), F*(E) abgeschlossen. Nun ist Qk,m die Vereinigung der 2" Teilwiirfel Q1 2m4; mit
1 €{0,1}", und es gilt

Qk,m CFE = Qk_l’_l,zm_l’_l CFE fir alle l € {0, 1}71,7
Qk+12mt NE#0 = QrmNE#0 wobeil e {0,1}".

Daraus folgt Aussage (i). Sei nun z € R™ beliebig. Dann gilt = € @ fiir ein Q € Wy, und es
folgt wegen diam(Q) = 27%\/n

dist(z,R"\E) >27%/n = QCE = zcFy(E).
Ist andererseits € F¥(E), so gilt z € Q fiir ein Q € Wj, mit Q N E # (. Also gilt
re FFE) = dist(z, E) < diam(Q) < 27%/n,

womit beide Behauptungen in (ii) gezeigt sind. Behauptung (iii) folgt. O



Satz 1.6 (Quadrierbarkeitskriterium) Fir eine beschrinkte Menge E C R"™ gilt:
E quadrierbar <  vol (9E) = 0.

BEWEIS: Sei E quadrierbar. Dann gibt es nach Lemma 1.1 zu € > 0 Figuren F} C F C F>
mit A" (Fy\F1) < e. Es sei o0BdA F; offen und F, kompakt, andernfalls schreibe Fi, F, als
Vereinigung endlich vieler Quader und gehe zu den offenen bzw. abgeschlossenen Quadern
iiber. Dabei éndert sich A(F»\F1) = A(F») — A(F1) nicht. Es folgt

OFE = E\int(E) C F,\F1 = vol (0E) < \"(F\F}) < e.

Sei jetzt umgekehrt H”(aE) = 0, das heifit zu ¢ > 0 gibt es eine Figur F' D 9F mit
A"(F) < e. Indem wir F' als endliche Vereinigung von Quadern schreiben und deren Kanten
etwas vergrofilern, kénnen wir annehmen, dass F' offen und damit R™\F' abgeschlossen ist.
Damit erhalten wir

Rin\fFf >0 fir f(z) = max{dist(z, E), dist(z, R"\ E) }.

Denn f ist stetig und f(x) — oo mit |z| — oo, da E beschrénkt, also nimmt f das Infimum
in einem Punkt zyp € R™"\F an. Wiire f(zg) = 0 so folgt 29 € ENR"\E = OE C F, ein
Widerspruch.

Jetzt verwende Lemma 1.2 und erhalte Figuren Fy(F) C E C F¥(E), wobei nach (ii)
FHENFW(E)  {z € R": f(z) < 27y},

Es folgt F*(E)\Fy(E) C F und folglich \"(F*(E)\F}(E)) < A*(F) < ¢ fiir k hinreichend
grof3. Nach Lemma 1.1 ist damit F quadrierbar. O






2  AuBlere MafBle und Mafe

Im Unterschied zum Inhalt ist der Definitionsbereich eines MaBes eine o-Algebra, also abgeschlos-
sen unter unter abzdhlbaren Mengenoperationen, und das MaB ist darauf o-additiv, das heiBt es
gilt fiir abzahlbar viele, paarweise disjunkte Mengen A;

7 (U Ai) = (A,
i=1 i=1

Hier steht der Buchstabe o fiir,abzdhlbar unendlich”, in Abgrenzung zu ,,endlich® .

Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen zum Umgang mit den Symbolen co (genauer: +00)
und —oo. Auf der erweiterten Zahlengeraden R = R U {400, —oc0} sind die Ordnungsrelation
—00 < a < oo fiir a € R und der Konvergenzbegriff auf naheliegende Weise gegeben.

Definition 2.1 (Konvergenz in R) Eine Folge s, € R (k € N) konvergiert gegen s € R,
falls eine der folgenden Alternativen gilt:

(i) s € R, und fiir jedes € > 0 gilt sy, € (s —e,s+¢€) CR fiir k hireichend grofs.
(ii) s = oo, und fir jedes r € R gilt sy € (r,00] fir k hinreichend grofs.
(i) s = —o0, und fiir jedes r € R gilt s;; € [—oo,r) fiir k hinreichend grof.

Eine Folge s;, € R ist genau dann in R konvergent, wenn sie entweder in R konvergiert oder
bestimmt divergiert gegen oo bzw. gegen —oo. Der Grenzwert einer monoton wachsenden
Folge, bzw. einer Reihe mit nichtnegativen Gliedern, ist also immer existent. Die Addition
wird wie folgt auf R fortgesetzt:

+ ‘ - R +x
—00 | —00 —00  —
R |- R +4
+oco| — 400 400

SchlieBlich verwenden wir die Vereinbarungen
supf) = —co  und  inf( = +oo.
Diese sind konsistent mit der Tatsache, dass fiir Mengen A, B C R stets gilt:

ACB = supA<supB sowie infA >infB.

Definition 2.2 (duBleres Mafl) Sei X eine Menge. Eine Funktion p : 2% — [0,00] mit
(D) =0 heift duferes Maff auf X, falls gilt:

(2.1) Acl A = wA) <> p(A).
=1 =1

11



Oft spricht man der Kiirze halber auch von einem Maf}, wenn keine Misverstindnisse ent-
stehen konnen (vgl. Definition 2.6). Fiir eine endliche Uberdeckung folgt aus Definition 2.2,
indem wir A; = () fiir 7+ > k setzen,

k k

AclJA = uA) <) u(Ad).
i=1 i=1

Insbesondere ergibt sich

(2.2) ACB = u(A) <wu(B) (Monotonie von u).

Weiter haben wir

(2.3) M< AZ-> < ZM(Ai) (o-Subadditivitit).
i=1 i=1

Umgekehrt folgt aus (2.2) und (2.3) offensichtlich die Eigenschaft (2.1).

Beispiel 2.1 Der duflere Jordansche Inhalt vol' ist kein #uBeres MaB auf R. Mit der
Abzéhlung QN [0,1] = Ug—;{gx} gilt nédmlich, vgl. Beispiel 1.1,

oo
vol (QN[0,1]) = 1>0="Y"vol ({a})-
k=1
Auch der innere Jordansche Inhalt vol' ist kein duferes Maf. Denn mit Ey, = [0, 1]\ U, {¢:}
gilt, da {qk, qx+1, - ..} dicht in [0, 1] ist,
o o0
0,1 = |J Ex aber vol'([0,1]) =1>0="_ vol'(Ej).
k=1 k=1

Definition 2.3 (Messbarkeit) Sei u duferes Maff auf X. Die Menge A C X heifit u-
messbar, falls gilt

(2.4) w(S) > u(SNA)+ uS\A) fir alle S C X.
Die umgekehrte Ungleichung in (2.4) folgt mit S = (SN A) U (S\A) aus (2.3), also gilt
(2.5) A messbar = pu(S)=p(SNA)+ pu(S\A) VS CX.

Wir wollen die Definitionen nun an ein paar einfachen Beispielen betrachten.

Beispiel 2.2 Fiir einen Punkt z € X ist das zugehorige Diracmafl gegeben durch

54(A) = 1 fallsze A
‘ 10 sonst.

Es gilt 6,(A) € {0,1} und 6,(@) = 0 per Definition. Ist eine Uberdeckung A C [J32; A
gegeben und ist x € A, so folgt € Ay fiir (mindestens) ein k. Hieraus folgt die Eigenschaft
(2.1), denn im Fall z ¢ A gilt ohnehin 0,(A) = 0. Alle Mengen A C X sind messbar bzgl. J,.
Ist ndmlich = ¢ S so sind beide Seiten in (2.4) Null, und fiir = € S liegt  in genau einer der
Mengen SN A bzw. S\ A.
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Beispiel 2.3 Sei N,, = {1,2,...,n} fiir n € N. Auf einer Menge X definieren wir das
ZishlmaB card : 2% — [0, +o0] durch

sup{n € N : es gibt eine injektive Abbildung ¢ : N,, — A} falls A # ()
card(A) =

0 falls A = ().
Um die Mafleigenschaft (2.1) fiir card zu zeigen, erinnern wir an das Schubfachprinzip

¢ : N, — N, injektiv = n<m.

Dies wird durch Induktion iiber m, jeweils fiir alle n € N, bewiesen. Der Induktionsanfang
m = 1 ist trivial. Ist eine injektive Abbildung ¢ : N, — N,,+1 gegeben, wobei m > 1 und
0BdA n > 2, so erhalten wir die Injektion

’ . i | o) falls o(i) #m+1,
@i Ny = Nn, (i) = { o(n) falls p(i) =m+ 1.

Es folgt induktiv n — 1 < m, also n < m + 1. Insbesondere gilt card(NV,;) = n fiir n € N. Ist
card(A) = n € N, so gibt es eine Injektion ¢ : N,, — A und diese ist sogar bijektiv, denn
andernfalls gébe es eine Injektion ¢’ : N, 11 — A. Wir behaupten nun zunéchst

card(A; U Ag) < card(A;) + card(As).

Dazu kénnen wir annehmen, dass card(4;) = v; € N fiir i = 1, 2, das heifit es gibt Bijektionen
@i+ N, — A;. Ist eine injektive Abbildung ¢ : N — A; U A gegeben, so definieren wir

() falls (i) € Ay

®: Ny — Ny oy, (i) =
¥ e+ 20) {1/1+g021(g0(i)) sonst.

® ist wohldefiniert und injektiv, also folgt aus dem Schubfachprinzip k& < vy + vo, was zu
zeigen war. Daraus ergibt sich weiter die o-Subadditivitét

card ([j Ai> < icard(Ai).
i=1 i=1

Denn ist die rechte Seite endlich, so gibt es ein k € N mit A; = 0 fiir alle 7 > k, und die
endliche Ungleichung (:aurd(U,’f:1 A;) < Zle card(4;) folgt aus dem oben behandelten Fall
k = 2 sofort durch Induktion. Aus der Definition folgt aulerdem die Monotonie

ACB = card(A) < card(B).

Damit ist gezeigt, dass card ein dufleres Maf ist.

Wir behaupten weiter, dass alle Mengen A C X card-messbar sind. Wahle dazu fiir S C X,
oBdA card(S) < oo, Bijektionen ¢; : N, — SN A und ¢y : Ny, — S\ A und setze

1(1) falls i € {1,..., 11}

Ny 1w, — 5, 0(i) =
? e 80( ) {@2(2 — 1/1) falls i € {Ul +1,...,11 +I/2}.

Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert und injektiv, also schlielen wir
card(S) > vy + v = card(S N A) + card(S\A).
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Beispiel 2.4 Auf jeder Menge X erhalten wir ein blodes Mafi 5 durch

ﬂ(A):{O falls A = ()

1 sonst.

Der Nachweis von (2.1) fiir 3 ist trivial. Es sind nur ) und X (-messbar, denn mit der Wahl
S = X in (2.4) folgt, falls A C X [-messbar ist,

1> B(X) = B(A) + B(X\A).
Beispiel 2.5 Fiir eine Familie py, A € A von dufleren Maflen auf X sei

1(A) = sup pix(A).
AEA

Dann ist p ein duBeres Maf auf X, denn fiir A C |J;2; A; und festes A € A gilt
paA) <7 pa(A) <7 p(A).
i=1 i=1

Bilde nun auf der linken Seite das Supremum iiber alle A € A und erhalte (2.1). Es ist im
allgemeinen nicht klar, welche Mengen bzgl. x messbar sind.

Die folgenden beiden Konstruktionen von Maflen werden 6fters benutzt.

Satz 2.1 (Bildmafl) Seien X,Y Mengen und f : X — Y. Fiir ein gegebenes dufleres Maf
p: 2% — [0, 00] erhdlt man ein duferes Mafy f(u) auf Y durch

F(p) 2" = [0,00], f(u)(B) = p(f~(B)).
f(u) heifit Bildmaf$ von u unter f, und es gilt fir alle BCY
(2.6) f~Y(B) p-messbar = B f(u)-messbar .

Bewers: Fir B C |J;2, B; gilt f~1(B) c U2, f~1(B;) und folglich nach Definition 2.1

oo

F)(B) = p(f1(B)) <Y p(FH(Bi) =D F(m)(By).
i=1

i=1

AuBerdem ist trivialerweise f(u)(0) = p(f~'(0)) = (@) = 0. Nun ist nach Definition von
f(p) die Menge B C Y genau dann f(u)-messbar, wenn gilt:

p(fHT) > pw(f TN B)) +u(f~H(T\B)) fiiralle T CY.
Da f~Y(TNB) = f"YT)Nnf~YB) sowie f1(T\B) = f~YT)\f1(B), ist dies dquivalent zu
p(fHD) = p(fHT) N fHB)) + p(f~HD\FTH(B)) i alle T C Y.
Dagegen ist f~'(B) genau dann p-messbar, wenn
p(S) > p(S N f7HB)) +u(S\fT1(B)) fiir alle S C X.

Also folgt die Behauptung (2.6), indem wir S = f~!(T) setzen. O
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Satz 2.2 (Einschriankung) Sei i : 2% — [0,00] ein dufleres Maf auf X . Fiir eine gegebene
Menge M C X erhdlt man ein dufleres Mafl oM auf X durch

piM 2% — [0, 00], pLM(A) = n(AN M).
LM heifit Einschrinkung von p auf M, und es gilt
(2.7) A p-messbar = A pLM-messbar.

BEWEIS: Aus der Definition folgt sofort, dass p M ein dufleres Maf ist. Weiter gilt fiir A C X
p-messbar und S C X beliebig

pM(S) = p(SnM)

> pu((SNM)NA)+pu((SNM)\A) (da A p-messbar)
= (S0 A) 0 M)+ p((S\A) 0 M)
= wM(SNA)+puM(S\A).
Dies beweist Behauptung (2.7). O

Definition 2.4 (Nullmenge) Sei p dufSeres Maf$ auf X. Die Menge N C X heifit p-
Nullmenge, falls u(N) = 0.

Proposition 2.1 (Messbarkeit von Nullmengen) Sei p duferes MafS auf X. Dann gilt:

(2.8) N Nullmenge = N p-messbar
o0

(2.9) N1, No, ... Nullmengen = U Ni Nullmenge.
k=1

BEWEIS: Sei u(N) = 0. Fiir S C X folgt aus der Monotonie (S N N) < u(N) =0, also
u(S) = u(S\N) = u(S (1 N) + u(S\N).

Die zweite Aussage gilt nach Definition 2.2. O

Wir wollen nun allgemein die Struktur des Systems M der p-messbaren Mengen untersuchen.
Auf jeden Fall enthilt M alle Nullmengen N C X, und damit auch deren Komplemente
X\N, wie unten in Satz 2.3 gezeigt. Es kann sein, dass keine anderen Mengen messbar
sind, zum Beispiel ist M = {(), X} in Beispiel 2.4. Aber in den relevanten Féllen erwarten
wir doch, dass es viele weitere messbare Mengen gibt. Jedenfalls ist das System M unter
abzihlbaren Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen, im Gegensatz zum Beispiel zu
den quadrierbaren Mengen Q" aus Satz 1.5. Dies soll nun gezeigt werden.

Definition 2.5 (0-Algebra) Ein Mengensystem A C 2% heifit o-Algebra, wenn gilt:
(i) X e A
(ii) Ac A= X\Aec A

(iii) AieAfiri=12,... = U?ilAleA
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Eine o-Algebra A ist auch unter abziahlbaren Durchschnitten abgeschlossen, das heift es gilt

(2.10) AieA firi=12,... = [|AcA
=1

Dies folgt sofort aus der Darstellung ()72 A; = X\ (U2 X \Ai). AuBerdem stellen wir fest:
jede o-Algebra ist ein Ring, denn nach Definition gilt ) = X\ X € A sowie

A BeA = A\B=AN(X\B)c A

Lemma 2.1 Seien A1, Ao, ..., A C X paarweise disjunkt und p-messbar. Dann gilt

k k
u(SﬂUAi) :ZM(SOAZ») fir alle S C X.
i=1

i=1

BeEwEIs: Fiir k = 1 ist die Aussage trivial, und fiir k£ > 2 folgt induktiv, da Ay p-messbar,

k k k
pSnlJA) = u((SnJA)nAp) +p((Sn | 4)\Ar)
=1

i=1 i=1
k-1
= u(SNA)+uSn | A)
i=1
k
= ) u(SNA).
i=1

O

Satz 2.3 (dufleres Mafl = Maf}) Sei p : X — [0,00] ein dufleres Mafs. Dann ist das
System M der pu-messbaren Mengen eine o-Algebra, und es gilt

,u(U Ap) = Z,u(Ai) fiir abzihlbar viele, paarweise disjunkte A; € M.
i=1 i=1

BEWEIS: Es gilt X € M, denn fiir jede Menge S C X ist
p(SNX) + p(S\X) = u(S) + u(0) = pu(S).
Mit A € M folgt auch X\ A € M, denn fiir S C X gilt
u(S 0 (X\A)) + (S\(X\A)) = u(5\A) + (S 1 A) = u(S).
Als néchstes zeigen wir, dass AU B € M fiir A, B € M, und zwar gilt fiir S C X beliebig

(SN (AUB)) +u(S\AUB)) < w(SNA)+u((S\A) N B) + u((S\A)\B)
= pu(SNA)+uS\A) (daBeM)
= u(S) (daAeM).
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Hieraus folgt auch AN B = X\((X\A4) U (X\B)) € M und A\B = AN (X\B) € M. Per
Induktion erhalten wir, dass M unter endlichen Vereinigungen und Durchschnitten abge-
schlossen ist. Jetzt zeigen wir die noch fehlende Behauptung

A EM firi=12,... = A=|JAdieM

=1

Wir kénnen dazu annehmen, dass A; N A; = 0 fiir ¢ # j, andernfalls betrachten wir A; =
A\(A1U...UA;_1). Fir S C X beliebig folgt, da Ule A; € M,

k
p(S) = SmUA +uS\UA Z (SN A) + p(S\A).

=1 =1

Im zweiten Schritt wurden dabei Lemma 2.1 und die Monotonie von p benutzt. Mit £ — oo
erhalten wir schliefllich wegen der o-Subadditivitét von p

o

Z (504 +p(S\A) 2 p(|J(S N 4)) + u(S\A) = u(S N A) + u(S\A).

i=1
Also ist A = J;2; A; p-messbar. SchlieBlich folgt, indem wir in Lemma 2.1 S = X wiihlen,

k

hm,uU Z,u ) > UA >hm,u(UA),

=1 =1

wobei wieder die o-Subadditivitdt und die Monotonie benutzt wurden. benutzt wurden. Da-
mit ist der Satz bewiesen. O

An dieser Stelle fithen wir den Begriff des Mafles ein, wie er in der Wahrscheinlichkeitstheorie
iiblicherweise definiert wird; dabei ist eine o-Algebra ad hoc gegeben.

Definition 2.6 (Maf}) Sei A C 2% eine o-Algebra. Eine Funktion pu : A — [0,00] mit
(D) =0 heifit Maf$ auf A, falls fiir jede paarweise disjunkte Folge A; € A gilt:

(2.11) p(lJA) =) n(A) (o-Additivitit).
=1 =1

Das Tripel (X, A, ) wird dann auch als MafSraum bezeichnet.

Fiir jedes duBere Mafl p auf X erhilt man nach Satz 2.3 kanonisch ein Maf}, indem man u
auf die o-Algebra der p-messbaren Mengen einschréinkt.

Satz 2.4 (Stetigkeitseigenschaften von Maflen) Sei u ein Maff auf A. Dann gelten fiir
Mengen Aq, As, ... in A folgende Aussagen:

i) AiCcArC... = p(U2) 4i) = limy oo p(Ag) (Stetigkeit von unten)

(i) A1DAD ..., uw(A) <oo = p(NZ; Ai)=limg_ p(Ag) (Stetigkeit von oben).
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BewEIs: Fiir (i) setze Ay = A\ Uf‘;ll A; und berechne unter Verwendung von (2.11)

[e.9]

#(U4) = 1(U4) = 3 nci = g

= hm w(Ag).

|

I

7;
||C?r

Fiir (ii) betrachte die aufsteigende Folge A} = A1\ Ax. Es gilt
(A1) = p(Ar 0 Ag) + p(A1\Ag) = p(Ag) + p(A).
Daraus folgt wegen (i)
plAr) = lim p(Ay) = lim p(A) = U A = p(A\ [ Ai) = (A1) — ([ ) 4.
O

Beispiel 2.6 Die Bedingung p(A41) < oo in (iii) kann natiirlich durch p(Ay) < oo fiir ein k&
ersetzt werden. Sie kann aber nicht ganz weggelassen werden. Mit Ay, = {k,k+1,...} CN
gilt zum Beispiel card(Aj) = oo fiir alle k € N, aber card((;2; 4;) = card(()) =
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3 Der Fortsetzungssatz von Caratheodory

Der elementargeometrische Inhalt liefert eine verniinftige Definition des n-dimensionalen
Volumens auf der Klasse der Quader P™ oder der Klasse der Figuren F™. Wir stehen nun
vor der Aufgabe, diesen Inhalt zu einem 3duBeren MaB auf das System aller Teilmengen des
R™ fortzusetzen, wobei die Mengen in P™ natiirlich messbar sein sollen. In diesem Kapitel
beschreiben wir in abstraktem Rahmen die Konstruktion der MaBfortsetzung nach Caratheodory
und beantworten auch die Frage, in welchem Umfang die Fortsetzung eindeutig bestimmt ist. Die
Spezialisierung auf das VolumenmaB im R"™, genauer das LebesguemaB, folgt im nichsten Kapitel.

Definition 3.1 (Fortsetzung) Sei A ein Inhalt auf dem Halbring P C 2%. Ein duferes
MafS p auf X heifit Fortsetzung von A, falls folgende zwei Bedingungen gelten:

(i) ulp = A, das heifit u(P) = X(P) fiir alle P € P
(ii) P C M, also alle Mengen in P sind p-messbar.
Nach Satz 2.3 muss ein Inhalt, der zu einem &dufleren Mass fortsetzbar ist, auf dem Halbring

‘P notwendig o-additiv sein. Hierfiir wird die folgende Bezeichnung eingefiihrt.

Definition 3.2 (Pramafl) Sei P C 2% ein Halbring. Eine Funktion \ : P — [0, 00] mit
A0) = 0 heift Pramafl, wenn gilt: ist P € P und P = |J;2, P; mit P; € P paarweise
disjunkt, so folgt

P)= i A F) (o-Additivitit auf P).

Lemma 3.1 Ist A\ : P — [0, 00] ein Primaf, R der von P erzeugte Ring und X : R — [0, 0]
der eindeutig bestimmte Inhalt mit X|p = X\ (siehe Satz 1.4), so ist X ebenfalls ein Prdmap.

BEWEIS: Sei F' = |2, F; mit F,F; € R und F; paarweise disjunkt. Nach Satz 1.3 gibt es
dann paarweise disjunkte Zerlegungen F' = U§:1 P;und F; =J;_, P;, mit P;, P;, € P. Es
folgt die disjunkte Zerlegung

[e’e] oo V;
P=JpnE)=JJ@np,).
i=1 i=1v=1

Da X\ Primass, folgt hieraus A\(P;) = >22, >°% . N(P; N P;,) = >.22, A(P; N F}), und somit

Zk:)\ :Z;XP N Ey) :izoj

J=1 =1
O

Satz 3.1 (Caratheodory-Fortsetzung) Sei A : P — [0, 00| ein Primaf$ auf dem Halbring
P C 2X. Definiere p1 : 2% — [0, 00] durch

(3.1) w(E) = inf{i ANP):PeP,EC [j P}
i=1

i=1
Dann ist i eine Fortsetzung von A. Man bezeichnet p als das durch X induzierte, dufere Mafs
oder als Caratheodory-Fortsetzung von A.
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BEWEIS: Wir nehmen zunéchst an, dass P sogar ein Ring ist und zeigen in diesem Fall die
Aussage in drei Schritten.

Schritt 1: p ist dufleres Maf
Mit P; =  fiir alle ¢ € N folgt () = 0 nach (3.1). Sei £ C U2, E; mit E,E; C X und
oBdA pu(E;) < co. Wihle Uberdeckungen E; C U;’il P; ; mit P;; € P, so dass zu gegebenem
e > 0 gilt:
o
D> APiy) < p(E;) +27% fiir alle i € N.
j=1

Dann folgt £ C |J75_, Pi,; und somit

WE)< D APy <> (w(E) +27%) = w(E:) +e.
2,J=1 =1 =1

Mit e\, 0 folgt pu(E) < 3772, u(E;).

Schritt 2: u(P) = \(P) fiir P € P.
Die Ungleichung pu(P) < A(P) folgt direkt aus (3.1), indem wir P = P und P; = {) fiir ¢ > 2
wihlen. Fiir die umgekehrte Ungleichung A(P) < u(P) ist zu zeigen:

Pcl PR mitBeP = XP)<) MDP).
i=1 1=1

Wir betrachten die paarweise disjunkten Mengen @Q; = (P;\ U;;ll P;) NP € P und schliefen

AP) =AM @) =D MQi) <D AP
=1 =1 =1

Schritt 3: Jedes P € P ist pu-messbar

Sei P € P und S C X beliebig. Zu € > 0 wihle P; € P fiir i = 1,2,...,s0 dass S C | J;2, P;
und > 22 AM(P;) < pu(S) +e. Es folgt SN P C |U;2,(P; N P) sowie S\P C |J;2,(P;\P). Aus
(3.1) erhalten wir

p(SNP) 4+ p(S\P) < iA(PiﬂP)Jri/\(Pi\P) = iA(Pi) < u(S) +e.
i=1 i=1 i=1

Mit e N\, 0 folgt Schritt 3 und der Satz ist bewiesen, wenn P ein Ring ist.

Sei nun P lediglich ein Halbring, und R der von P erzeugte Ring. Nach Satz 1.4 gibt es einen
eindeutig bestimmten Inhalt A : R — [0, oo] mit A|p = A, und A ist ein Prdmaf} nach Lemma
3.1. Wir zeigen:

(3.2) Mit 7(E) = inf{d NF):FeR, EC|JFE} ¢t m=pn
=1 =1
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Fiir beliebiges E' C X ergibt sich die Ungleichung 7i(E) < p(E) direkt aus den Definitionen
wegen A|p = A. Ist andererseits £ C |J;2, F; mit F; € R, so gibt es nach Satz 1.3 eine
Darstellung F; = |J/"_; P;, mit paarweise disjunkten P;, € P, und es folgt

W(B) <SS AP = SR,
=1

i=1 v=1

Durch Bilden des Infimums iiber alle Uberdeckungen E C Ufil F;, mit F; €¢ R folgt die
umgekehrte Ungleichung p(F) < (E). Nun ist, wie oben gezeigt, i Fortsetzung von A und
damit folgt aus (3.2) die Behauptung des Satzes. O

Natiirlich schlieit sich die Frage der Charakterisierung der py-messbaren Mengen an. Laut
Satz 3.1 sind zunéchst alle Mengen in P p-messbar, aber dann nach Satz 2.3 auch alle
abzahlbaren Vereinigungen und Durchschnitte dieser Mengen, und dann wiederum deren
abzéhlbare Vereinigungen und Durchschnitte, und so fort. Um dies umfassend zu beschreiben,
ist der folgende Begriff zweckméBig.

Definition 3.3 (erzeugte o-Algebra) Fiir ein Mengensystem € C 2% sei

(3.3) (€)= ﬂ{A : A ist o-Algebra in X mit £ C A}

Dann ist 0(&) eine o-Algebra, die £ enthdlt, und heifit die von & erzeugte o-Algebra. Es gilt
(3.4) A o-Algebra mit EC A = o(€) C A

Beispiel 3.1 Ist E C X und & = {E}, so gilt 0(€) = {0, E, X\E, X }.

Waéhrend wir fiir den erzeugten Ring eine einfache konstruktive Beschreibung in Satz 1.3
angeben konnten, ist das fiir die erzeugte o-Algebra im Allgemeinen nicht méglich. Die An-
wendung der Definition stiitzt sich deshalb stets auf die Eigenschaft (3.4), dass nédmlich o (&)
— salopp gesprochen — die kleinste o-Algebra ist, die £ enthélt.

Lemma 3.2 Sei A : P — [0,00] ein Pramaf. Ist das dufere Maf i eine Fortsetzung von \,
so ist jede Menge A € o(P) fi-messbar.

BEWEIS: Nach Satz 2.3 ist das System ./\;INder ji-messbaren Mengen eine o-Algebra, die nach
Definition P enthélt. Also folgt o(P) C M aus (3.4). O

Definition 3.4 (Regularitit) Eine duferes Maff i : 2% — [0,00] heifit regulir, wenn es
zu jeder Menge D C X eine u-messbare Menge E C X gibt mit D C E und u(E) = u(D).

Proposition 3.1 (Regularitit der Caratheodory-Fortsetzung) Sei p : 2X — [0, 0]
die Caratheodory-Fortsetzung des Primafles A : P — [0,00]. Dann gibt es zu jeder Menge
D C X eine Menge E € o(P) mit E D D und pu(E) = p(D). Insbesondere ist j ein reguldres
Maps.

BEWEIS: Im Fall u(D) = oo kénnen wir E = X wihlen. Ist pu(D) < oo, so gibt es nach
Definition von g in (3.1) zu jedem v € N eine Uberdeckung

oo [e.@] 1
Dc|JP =B mit P/ €P und » AP}) < p(D)+ =

i=1 v=1
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Wihle E = ()2, E”. Dann ist £ € o(P) mit £ D D, und fiir jedes v € N gilt
l/ oo o0 , 1
(D) < u(E) < p(E”) SZ V)= MP) < pD) + - < oo,

das heiit u(E) = u(D). O
Fiir gewisse Eigenschaften der Caratheodory-Fortsetzung wird folgende Bedingung benétigt.

Definition 3.5 (0-endliches Pramaf) Ein Primaf A\ auf einem Halbring P C 2% heifit
o-endlich, wenn es eine Folge P, € P gibt mit X = J,_, Py, und X\(P,) < oo fir alle n € N.

Das Zdhlma$ auf X ist genau dann o-endlich, wenn X abzihlbar ist, und das Primass \ aus
Beispiel 3.2 unten ist nicht o-endlich.

Lemma 3.3 Sei A ein o-endliches Priamafl auf X mit Caratheodory-Fortsetzung p. Dann
hat jede p-messbare Menge D C X eine Darstellung D = \J;2 Dy, fiir p-messbare Dy, mit
w(Dy) < oo und Dy C Dy C ...

BEWEIS: Sei X = J;2; P, wie in Definition 3.5. Setze dann D, = J;_; D N P,. O

Wir kénnen nun im cr—endhchen Fall die beziiglich der Caratheodory-Fortsetzung messbaren
Mengen genau charakterisieren. Die im Zusatz gegebene Prézisierung werden wir beim Beweis
des Cavalierischen Prinzips in Satz 7.1 verwenden.

Satz 3.2 (Messbarkeit bzgl. Caratheodory-Fortsetzung) Sei A : P — [0,00] ein o-
endliches Primafl auf X mit Caratheodory-Fortsetzung p. Eine Menge D C X ist genau
dann p-messbar, wenn eine der folgenden, dquivalenten Bedingungen gilt:

(i) Es gibt ein E € o(P) mit E D D und u(E\D) = 0.
(ii) Es gibt ein C € o(P) mit C C D und p(D\C) = 0.

Zusatz: Im Fall (D) < oo kann E = ()2, EV gewdihlt werden, wobei EV = |J°, PY
paarweise disjunkte Vereinigung von Mengen P/ € P mit E' D> E?> ... und p(EY) < .

BEWEIS: Es ist klar, dass jede der beiden Bedingungen die pu-Messbarkeit impliziert. Fiir
(D) < oo withlen wir E wie im Beweis von Proposition 3.1. Es folgt

(D) = w(E) = p(EN D) + p(E\D) = p(D) + p(E\D) = u(E\D) = 0.
Fiir beliebiges messbares D sei D = |Jo2 | D;,, wie in Lemma 3.3. Wie bewiesen gibt es

E, D D, mit E,, € o(P) und p(E,\Dy) =0. Fiir £ = J;° | E, D D folgt E € o(P) und

n(E\D) < N(U En\Dn) < ZN(En\Dn) =0.
n=1

n=1

Damit ist Aussage (i) gezeigt. Fiir (ii) wihle mit Proposition 3.1 eine y-Nullmenge N € o(P)
mit N D E\D fiir E wie in (i), und setze C = E\N € o(P). Es folgt

C=E\NCE\(E\D)=D und uD\C)=puDNN)=0.
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Ist u(D) < oo, so liefert die Konstruktion im Beweis von Proposition 3.1 die Darstellung
E =N, EY mit B = |Ji2, P¥ fiir PY € P, wobei u(E') < u(D)+ 1 < oco. Das System
aller abzéhlbaren Vereinigungen von Mengen in P ist abgeschlossen unter endlichen Durch-
schnitten, denn es gilt (U2, P) N (U2, Qi) = U2, P,NQ;. Indem wir zu BV = E'nN...NEY
iibergehen, konnen wir deshalb E' D E? O ... annehmen. Zusitzlich kénnen wir dann nach
Satz 1.3 voraussetzen, dass fiir festes v die Mengen P}, i € N, paarweise disjunkt sind. Damit
ist auch der Zusatz bewiesen. O

Nachdem die Maf}fortsetzung konstruiert ist und auch die messbaren Mengen identifiziert
sind, stellt sich zu guter letzt die Frage, inwieweit das gefundene Mafl eindeutig bestimmt
ist bzw. durch welche Eigenschaften die gegebene Konstruktion ausgezeichnet ist. Direkt aus
der Definition ergibt sich die folgende Charakterisierung:

Lemma 3.4 (Maximalitit der Caratheodory-Fortsetzung) Sei u die Caratheodory-
Fortsetzung des Priamafles A : P — [0,00] auf X. Dann gilt fiir jede andere Fortsetzung
[ von A

a(E) < u(E)  firalle E C X.

BeEweis: Es gilt die Implikation

[ee] o0 [ee)

Ec|UPmitPeP = WE)<Y AP)=> AP).
i=1 i=1 i=1

Bilden des Infimums iiber alle solchen Uberdeckungen liefert wegen (3.1) die Behauptung. [

Im nicht o-endlichen Fall kann es Fortsetzungen geben, die auf der erzeugten o-Algebra
verschieden sind. Hier ist ein Standardbeispiel.

Beispiel 3.2 Betrachte auf X # () das Pramafi A : P = {0} — [0, 00|, A(0) = 0. Offenbar ist
A nicht o-endlich. Definiere nun fiir ¢ € [0, oo], vgl. Beispiel 2.4,

X [0 falls E=10
pe 227 — [0, 00], e (E) = { t  sonst.

Dann sind alle p; Fortsetzungen von A, die jedoch auf der von P erzeugten o-Algebra o(P) =
{0, X} nicht gleich sind. Die Caratheodory-Fortsetzung ist fi.

Satz 3.3 (Eindeutigkeit der Maf3fortsetzung) Sei A\ ein o-endliches Primaf auf einem
Halbring P iiber X. Ist u : 2% — [0,00| die Caratheodory-Fortsetzung von \ und fi eine
beliebige Fortsetzung, so gilt

E p-messbar = E fi-messbar und fi(E) = pu(E).
BEWEIS: Seien M bzw. M die jeweiligen Systeme messbarer Mengen fiir x bzw. fi. Nach
Satz 3.2 (ii) gibt es zu E € M ein C € o(P) und eine p-Nullmenge N mit £ = C U N.

Da i(N) < u(N) = 0 nach Lemma 3.4, ist N fi-messbar nach Proposition 2.1. Aber C ist
ebenfalls ji-messbar nach Lemma 3.2, also ist E ji-messbar.
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Wir zeigen i(E) = pu(E) erst unter der zusétzlichen Annahme, dass E C P fiir ein P € P
mit A(P) < co. Und zwar gilt dann nach Lemma 3.4

A(E) + (P\E) < u(E)+ pu(P\E)

)
= wu(P) (da E p-messbar)
= WP) (daplp=jlp=2)
< A(E) + a(P\E).

Die Behauptung folgt, da in allen Abschétzungen Gleichheit gelten muss. Sei nun £ € M
beliebig. Nach Lemma 3.3 gilt E = |J,2; B, fiir p-messbare E,, mit p(E,) < oo und Ey C
Ey C .... Es folgt wegen Satz 2.4 (i)

M(E) = lim a(E,) = nh_{gO w(En) = p(E).

n—oo

O

Zum Schluss des Kapitels wollen wir die Beziehung zwischen &ufleren Maflen und Maflen
aufklidren. Aus einem &dufferen Maf} y1 erhalten wir das Mafl A = p () durch Einschrénkung
auf die p-messbaren Mengen, und A ist nach Proposition 2.1 vollstindig, das heifit es gilt

(3.5) NcCAfiremAe Amit \(A)=0 = NecA

Umgekehrt konnen wir ein gegebenes Mafi \ auf einer o-Algebra A C 2% mit Satz 3.1 zu
einem #uBeren Mafl A\¢ auf X fortsetzen, und nach Proposition 3.1 ist A¢ regulir. Wir wollen
jetzt sehen, dass diese Zuordnungen invers sind, jedenfalls im o-endlichen Fall.

Definition 3.6 Ein dufieres Maf p1 : 2% — [0, 00| heifit o-endlich, wenn X abzihlbare Ver-
eingung X = J;2, X; von p-messbaren Mengen X; mit p(X;) < oo ist.

Nach Definition 3.5 ist u genau dann o-endlich, wenn das Maf y M(y) o-endlich ist.

Satz 3.4 (dullere Mafle vs. Mafle) Die durch FEinschrinkung bzw. Fortsetzung gegebe-

nen Abbildungen zwischen den o-endlichen, requldren dufleren Maflen und den o-endlichen,
vollstindigen Maflen auf X sind zueinander invers und insbesondere bijektiv.

BEWEIS: Wir zeigen als erstes A = pu| ) fiir p = ¢ Nach Satz 3.2 ist D C X genau dann
AC-messbar, wenn es C, E € A gibt mit C ¢ D € E und A\°(E\D) = A\°(D\C) = 0. Es folgt
E\C € A und nach Satz 3.1

ME\C) = A (E\C) < AY(E\D) + \°(D\C) = 0.

Da A vollstindig nach Voraussetzung, ist D\C' € A und damit D = C U (D\C) € A, das
heift es gilt M(AC) = A und AY = X auf A nach Satz 3.1.

Jetzt zeigen wir p = AC fir A = ey Bs gilt M(p) = M(XY) nach Satz 3.1 und

Satz 3.3. Aber y ist regulir nach Voraussetzung, sowie A¢ regulir nach Proposition 3.1, und
beide #uBlere Mafe stimmen iiberein auf M(u) = M(AY), also sind die Mafe gleich. O
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4 Das n-dimensionale Lebesguemaf

Wir spezialisieren nun die allgemeinen Ausfiihrungen des vorigen Kapitels und betrachten das
LebesguemaB auf dem n-dimensionalen Euklidischen Raum. Als erstes wird untersucht, in welcher
Beziehung das System der Lebesgue-messbaren Mengen zu der gegebenen Topologie auf R”,
also zu dem System der offenen Mengen, steht. Insbesondere ergibt sich daraus eine Charak-
terisierung der Lebesgue-messbaren Mengen. Zweitens wird die Invarianz des LebesguemaBes
unter Isometrien, das heiBt Translationen und orthogonalen Transformationen, bewiesen, sowie
allgemeiner eine Transformationsformel unter linearen Abbildungen. Zum Schluss geben wir ein
Beispiel einer nicht Lebesgue-messbaren Menge in R.

Lemma 4.1 Auf dem Halbring P"™ der (achsenparallelen) Quader im R™ ist der elementar-
geometrische Inhalt A" : P™ — [0,00) ein Prdimaj.

BEWEIS: Sei P = (2 P; mit P, P, € P" und P, N P; = { fiir ¢ # j. Nun ist A" ein Inhalt
auf dem Ring der Figuren, siehe Satz 1.4, also gilt aufgrund der Monotonie, Folgerung 1.2,

0o k k
> AR = klin;oZA”(B) = lim X"(|JB) < A"(P).
=1 i=1

k—oo )
=1

Fiir die umgekehrte Ungleichung wéhle zu € > 0 offene Quader @); O P; und einen kompakten
Quader Q) C P, so dass gilt

DINQ) < DONP)+ g NUP) < NNQ) + 5
1=1 =1

Nach Heine-Borel wird ) durch endliche viele Quader Q1, ..., @y tiberdeckt, und mit Folge-
rung 1.2 schlieflen wir

k o0
€ €
n n Z < n < n
VP <NU@+5 =3 NQ)+ 5 <;A (P) +e
Daraus folgt die Behauptung. O

Definition 4.1 (Lebesguemafl) Das Lebesquemaf einer Menge E C R™ ist definiert durch

(4.1) LY(E) =inf{Y N'(P): P; Quader, E C | | P;}.
i=1 =1

Damit ist L™ die Caratheodory-Fortsetzung des auf P™ definierten Elementarinhalts A™.

Definition 4.2 (Borelmenge) Die vom System O™ der offenen Teilmengen des R™ erzeug-
te o-Algebra heifit Borelalgebra B™, ihre Elemente heiffen Borelmengen.

Lemma 4.2 B" ist die vom Halbring P" der Quader erzeugte o-Algebra.
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BEwEIS: Wir zeigen als erstes, dass jeder Quader eine Borelmenge ist. Ein Intervall
I C R ist entweder offen oder ldBt sich als abzihlbarer Schnitt I = (172, Uy von offenen
Intervallen Uy schreiben und liegt damit in B', zum Beispiel gilt [a,b) = (72 (a — %,b).
Fiir einen Quader Q = I; x ... x I, C R™ schreiben wir I; = (;2, U, und erhalten
Q=Npey (U1 X ... x Upy) € B Daraus folgt F" C B™ und folglich o(F") C B".

Nun ist andererseits nach Lemma 1.2 jede offene Menge 2 C R™ als Vereinigung von abzéhlbar
vielen kompakten Wiirfeln darstellbar. Also gilt O™ C o(F"™) und somit B" C o(F™). O

Satz 4.1 (L"-Messbarkeit der Borelmengen) Fir das Lebesquemaf$ auf R™ gilt:
(i) Alle Borelmengen sind Lebesgue-messbar.
(ii) Zu E C R™ gibt es eine Borelmenge B D E mit L"(B) = L™(E).

(i) £"(K) < oo fir alle K C R™ kompakt.

BEWEIS: Sei M™ das System der L£"-messbaren Mengen. Dann gilt P C M" nach Satz 3.1,
also B" = o(P") C M™ nach Lemma 4.2 und Satz 2.3.

Aussage (ii) gilt nach Proposition 3.1. Da £ = A" auf Quadern, gilt fiir beliebiges a > 0
L"([—a,a]™) = N'([—a,a]") = (2a)" < oo, und (iii) folgt. O

Lemma 4.3 (Approximationslemma) Fiir eine beliebige Menge E C R"™ gilt:
(i) L"(E) =inf{L™(U) : U offen, U D E},
(ii) L™(E) =sup{L"(K) : K kompakt, K C E}, falls E L™-messbar.
BEwEIs: Offensichtlich gilt £"(E) < inf{L"(U) : U offen, U D E}. Fiir die umgekehrte

Ungleichung kénnen wir £"(E) < oo annehmen. Nach Definition des Lebesguemafles in (4.1)
gibt es zu € > 0 eine Uberdeckung E C | J;2, P; mit Quadern P;, so dass gilt:

Z A (P) < L"(E) +e.
Wir kénnen annehmen, dass die P; offen sind. Also ist U = ;2 P; offen, es gilt U D E und
) < Z N'Y(P;) < L™(E) +e.

In (ii) ist klar, dass L™"(E) > sup{L"(K) : K kompakt, K C E}. Wir zeigen die umgekehrte
Ungleichung zunéchst fiir E beschriankt. Wéhle Ky C R™ kompakt mit £ C Kj. Nach (i) gibt
es zu € > 0 eine offene Menge U D Ko\ E mit

LMU) < LY(Ko\E) + € = L™(Kg) — L™(E) + €.

Dabei wurde benutzt, dass E L™-messbar ist. Nun ist K := Ko\U C Ko\(Ko\F) = E
kompakt, und wegen der Subadditivitdt folgt

LK) > LY(Ko) — LM(U) > L7(B) — e.
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Fiir E beliebig betrachte E; = EN{x € R" : |z| < j}. E; ist beschrankt und Lebesgue-
messbar, also folgt aus obigem

L"(E;) < sup{L"(K) : K kompakt, K C E;} <sup{L"(K) : K kompakt, K C E}.
Aber L"(E;) — L™(E) mit j — oo nach Satz 2.4. Damit ist (ii) bewiesen. O

Die £™-messbaren Mengen kénnen nun wie folgt charakterisiert werden.

Satz 4.2 (Messbarkeit bzgl. L") FEine Menge D C R™ ist genau dann L™-messbar, wenn
eine der beiden (dquivalenten) Bedingungen gilt:

(i) Es gibt eine Borelmenge E D D mit L"(E\D) = 0.
(ii) Es gibt eine Borelmenge C C D mit L"(D\C) = 0.
FEs kann E = ﬂ;’il U; mit U; offen, C = U;’il A; mit A; abgeschlossen gewdhlt werden.

BEwEIS: Die Aquivalenz von (i) bzw. (ii) mit der Messbarkeit von D wurde bereits in Satz
3.2 bewiesen. Wir fithren die Konstruktion von E bzw. C aber explizit durch, um die Zusatz-
aussage zu zeigen. Schreibe D = (J72; D;j mit Dj = {z € D : j—1 < |z| < j} fiir j € N. Nach
Lemma 4.3 gibt es offene Mengen U; ; und kompakte Mengen K; ; mit U; ; O D; D K; ; und

ﬁn(UZ”j) <£n(Dj)+2_j/’i, £n( ) >£n( ) - 27 ]/Z

Dann ist U; = J;2, Ui offen, A; = J;Z, K;; abgeschlossen(!) und es gilt U; > D D A;. Mit
E=N2,U; bzw. C =J;2, A; gelten fur beliebiges 7 € N die Abschétzungen

n - - n n 1
LY(E\D) < LY(U\D) < Z Uij\Dj) < D> (£"(Uiz) = £(Dy)) < —,
: j:l
n TL .- n n 1
£(D\C) < L"(D\4)) Zc D\Kij) <D (L"(Dj) = L7(Kij)) < =
j=1
Dabei wurde die Messbarkeit von Dj benutzt. Mit ¢ — oo folgen die Behauptungen. O

Satz 4.3 (Lebesguemafl vs. Jordaninhalt)
(i) Fir E C R gilt vol"(E) < L™(E) < vol '(E).
(ii) Ist E quadrierbar, so ist E auch L"-messbar und es gilt L"(E) = vol"(E).

BEWEIS: Nach dem Maffortsetzungssatz stimmen der Elementarinhalt A™ und das Lebesgue-
maf} auf Quadern {iberein, also wegen Satz 1.3 auch auf allen Figuren. Fiir Fy, F5 € F™ mit
F, C E C F;s folgt

AN'(Fy) =L (Fy) < LM(E) < LY(Fy) = \"(Fy).

Aussage (i) folgt, indem wir das Supremum iiber alle F; C E bzw. das Infimum iiber alle
F, D FE bilden. Ist nun E quadrierbar, so gilt nach Satz 1.6 W((‘)E) =0, also L (0F) =

E ist also Vereinigung der offenen Menge int(E) und der £™-Nullmenge E N JFE, und damit
L"-messbar. O

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich das Lebesguemafl unter affinlinearen Abbildungen
transformiert. Dafiir ist der folgende Begriff niitzlich.
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Definition 4.3 (Borelmaf) FEin duferes Maf i auf R™ heiffit Borelmaf, falls gilt:
(i) Alle Borelmengen sind p-messbar.
(ii) u(K) < oo fir jede kompakte Menge K C R™.

Beispiel 4.1 Das Lebesguemafl £" ist ein Borelmafl nach Satz 4.1. Mit Satz 2.2 ist dann
auch L"_FE ein Borelma$, fiir jede Menge F C R™.

Ein MaBl p auf R™ heifit translationsinvariant, wenn mit £ +a = {z +a : x € E} gilt:
p(E+a)=u(E) firalleaeR" ECR"

Aus der Translationsinvarianz des Elementarinhalts A™ : P" — [0,00) und der Definition
des Lebesguemafles folgt sofort, das L™ ein translationsinvariantes Maf ist. In Satz 4.4 unten
wird gezeigt, dass das Borelmafi £™ durch die Eigenschaft der Translationsinvarianz bis auf
Normierung eindeutig charakterisiert ist.

Lemma 4.4 Ist p translationsinvariantes Borelmafi auf R™, so ist jede Koordinatenhyper-
ebene H = {x € R" : z; = ¢} eine p-Nullmenge.

BEWEIS: Sei Q = [0,1]" und F = {z € Q : x; = 0}. Fiir a € R" ist F' + a abgeschlossen, also
p-messbar. Es folgt fiir jede endliche Menge {s1,...,s;} C [0,1]

k

k
Ep(F) = u(sjei+F)=p| [Jsjei+F | <p(@Q) < oo
=1 j=1

Da k beliebig grofl gewéhlt werden kann, ist u(F) = 0. Aber H ist Vereinigung von abzihlbar
vielen Translationen von F', und somit pu(H) = 0. O

Satz 4.4 (Charakterisierung durch Translationsinvarianz) Sei p ein translationsin-
variantes Borelmaf$ auf R™. Dann gilt

p(E) =0L"(E) fir alle L"-messbaren E C R"™, wobei § = u([0,1]™).

BEWEIS: Setze Qi ; = 27%(j + [0,1]") fiir k € Ny und j € Z". Dann ist [0, 1]" Vereinigung
der 2"* abgeschlossenen Teilwiirfel {Qy; : j € Ji}, wobei Jx = {j = (j1,...,jn) € Z" : 0 <
§i < 2F — 1}, mit paarweise disjunktem Inneren. Aus Lemma 4.4 folgt

p((0.1)" =D wl@rg)s L0, 1Y) = D L(Qy)-

JEJK JE€EJK

Die Translationsinvarianz impliziert p(Qp ;) = w(Qro) und L*(Qr ;) = L™(Qrp) fir alle

J €7Z™, also
w01 p(@ro) Q)
£r(0,1]")  L*(Qro)  L™(Qry)

Daraus folgt mit Lemma 1.2 wobei wieder Lemma 4.4 benutzt wird,

fiir alle j € Z".

uw(U)=6L"(U) fur alle offenen U C R".
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Insbesondere gilt die Behauptung des Satzes fiir alle Quader, und damit fiir alle £™-messbaren
Mengen aufgrund der Eindeutigkeit der Mafifortsetzung, siche Satz 3.3. O

Wir zeigen als néichstes die Messbarkeit von Bildmengen, wobei wir uns im Hinblick auf die
spatere Anwendung im Transformationssatz fiir Diffeomorphismen nicht auf lineare Abbil-
dungen beschrinken.

Lemma 4.5 Sei U C R" offen und f : U — R™ Lipschitzstetig, mit Konstante A bzgl. der
Mazimumsnorm || - ||. Dann gilt

LYf(E)) < A" L™(E) fir alle E C U.
BeEwels: Wir kénnen £"(F) < oo annehmen. Setze
Q(zg,0) ={x € R": ||z — x0]| < o} fur z9 € R", p > 0.
Nach Voraussetzung gilt || f(z) — f(zo)|| < Az — xo|| fir z,z¢ € U, also

Q=Qxo,0) CU = [f(Q) CQ(f(x0),Ao).

Nach Lemma 4.3 gibt es nun eine offene Menge V' O E mit £L*(V) < L"(E) + €, wobei
oBdA V C U, und weiter eine Ausschopfung V' = U;";l Q; durch Wiirfel (Q; mit paarweise
disjunktem Inneren, siche Lemma 1.2. Damit folgt

LUFE) < L2 (F(V)) < 3 LM(F(Q0) S A" Y LM(Qy) S AL (E) + ).

Mit e — 0 folgt die Behauptung. O

Satz 4.5 (L"-Messbarkeit von Bildmengen) Ist U C R" offen und f : U — R" lokal
Lipschitzstetig, zum Beispiel f € C*(U,R"), so gilt:

(i) N Cc U Nullmenge = f(N) Nullmenge.
(i) ECU L"-messbar = f(E) L"-messbar.

BEWEIS: f ist auf kompakten Teilmengen von U Lipschitzstetig, deshalb folgt Aussage (i)
direkt aus Lemma 4.5. Fiir (ii) konnen wir annehmen, dass E beschrinkt ist, andernfalls
betrachten wir E; = {x € E : |z| < j}. Nach Satz 4.2 gibt es dann kompakte Mengen K; und
eine £"-Nullmenge N mit £ = (J;Z; K; UN. Da f(Kj;) kompakt und L"(f(N)) = 0 nach
Lemma 4.5, ist f(E) L™-messbar. O

Satz 4.6 (Bewegungsinvarianz von £") Fir S € O(R") und a € R" gilt
LY(S(F)+a)=L"(E) fir alle E C R™.

BEWEIS: Die Translationsinvarianz von L£" ist schon bekannt, also kénnen wir a = 0 an-
nehmen. Wir setzen zunichst nur S € GL,(R) voraus und betrachten mit T = S~! das
Bildmaf

p=T(L") : 2% (0,00, p(B) = LT NE) = LYS(E)) = u(E).
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Wir behaupten, dass p ein translationsinvariantes Borelmaf ist. Ist B C R™ Borelmenge und
damit £"-messbar nach Satz 4.1, so ist T~!(B) = S(B) ebenfalls £L"-messbar wegen Satz
4.5 und damit B p-messbar nach Satz 2.1. Fiir K C R” kompakt ist auch T71(K) = S(K)
kompakt, also p(K) < oo. Damit ist gezeigt, dass p ein Borelmaf ist. Fiir die Translations-
invarianz berechnen wir fiir b € R® und E C R" beliebig

w(E+b) = LN(S(E+b)) = L*(S(E) + 5(b) = L(S(E)) = p(E).
Aus Satz 4.4 folgt nun p(E) = 0(S) L™(F) fur alle L™-messbaren E C R", wobei
0(5) = p([0,1]") = L£*(5([0,1]")) € [0, 00).
Fiir nicht notwendig messbares £ C R™ schlieflen wir mit Lemma 4.3

pE) = LYS(E))
= inf{L"(V):V D S(E) offen}
= inf{L"(S(U)):U D E offen}
= 6(S)inf{L"(U): U D E offen}.

Daraus folgt, wieder mit Lemma 4.3,
(4.2) L'(S(E))=0(S)L"(F) furalle E CR"

Ist nun sogar S € O(R™), so setzen wir in (4.2) als Testmenge E = B1(0) = {z € R" : |z| < 1}
ein und erhalten

0(5) L(B1(0)) = L*(S(B1(0))) = L£"(B1(0)).
Wegen L"(B1(0)) € (0,00) folgt (S) =1 fiir S € O(R™), und der Satz ist bewiesen. O

Der Elementarinhalt A™ ist nur fiir achsenparallele Quader bzw. Figuren definiert worden.
Deshalb ist aus der Definition 4.1 von £™ nicht unmittelbar ersichtlich, dass das Lebesguemaf
unabhéngig von der Wahl des Euklidischen Koordinatensystems ist, sondern dies folgt erst
aus dem vorangegangenen Satz 4.6. Fiir die Transformationsformel unter beliebigen linearen
Abbildungen S € R™ "™ benotigen wir die folgende Hilfsaussage aus der Linearen Algebra.

Lemma 4.6 (Polarzerlegung) Zu jedem S € GL,(R) gibt es eine Diagonalmatriz A mit
Eintrigen A\; > 0 und T1,T> € O(R™), so dass S = T1ATs.

BEWEIS: Die Matrix STS ist symmetrisch und hat positive Eigenwerte, denn fiir v € R™\{0}
gilt (STSv,v) = [Sv|? > 0. Also gibt es ein T € O(R") und eine Diagonalmatrix A mit
Eintragen Aq1,..., A, > 0, so dass gilt:
STS =TAT.
R = TAT~! ist dann symmetrisch mit R? = ST, und Q = SR™! ist orthogonal wegen
QTQ =R H'STSR' =R 'R*R™' =E,.

Es folgt S = QR = QTAT ! = Y AT, fiir Ty = QT,Tp = T~ € O(R"™) wie verlangt. O
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Satz 4.7 (Lineare Transformationsformel) Fir eine lineare Abbildung S € R™ " gilt
LM(S(E)) = |det(S)| L"(E) fir alle E C R™.

BEWEIS: Ist det(S) = 0, so liegt S(E) in einer Hyperebene und die Behauptung ist richtig. Fiir
det(S) # 0 haben wir aus dem Beweis von Satz 4.6 bereits die Aussage (4.2) zur Verfiigung
und miissen dort nur noch zeigen:

0(S) = | det(S)|.

Dies stimmt fiir eine Diagonalmatrix A mit positiven Eintrdgen A\; > 0,7 =1,...,n, denn

O(A) = L7(A(]0,1]™) = L7([0, \] X ... x [0, \y]) = ﬁ)\i = | det(A)].

i=1

Fiir S beliebig sei S = T3 AT mit einer Diagonalmatrix A und 73, Ty € O(R"™) wie in Lemma
4.6. Aus den schon bekannten Aussagen fiir orthogonale sowie Diagonalmatrizen folgt

0(S) = L (T AT([0,1]")) = | det(A)] = [ det(S)],

und der Satz ist bewiesen. O
Beispiel 4.2 (Volumen eines Ellipsoids) Fiir Aj,..., A, > 0 ist die Menge

p=f{rew: (2) 41 (1) <1}

ein Ellipsoid mit den Halbachsen X\; > 0. Mit B1(0) = {z € R" : |z| < 1} gilt £ = A(B1(0)),
wobei A € Gl,(R) die Diagonalmatrix mit den Eintrégen A; ist. Aus Satz 4.7 folgt

LMNE) = L*(A(E) = (A1 ...+ An) L7(B1(0)).

A,

Zum Ende des Kapitels geben wir ein Standardbeispiel fiir eine nicht messbare Menge an.

Beispiel 4.3 (Vitali 1905) Es gibt eine Menge S C [0,1], die nicht £!-messbar ist. Be-
trachte dazu auf [0, 1] die Aquivalenzrelation

z~y & zz—yeQ.
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Mit dem Auswahlaxiom der Mengenlehre erhalten wir ein Reprisentantensystem S C [0, 1]
fiir die Relation ~, d.h. zu jedem y € [0,1] gibt es genau ein z € S mit  ~ y. Sei nun
41,92, - - . eine Abzdhlung von Q N [—1,1]. Dann gilt

(j +S)N (g +8S) =0 fiir j #k.

Denn andernfalls gibt es x1,x2 € S mit ¢; + 21 = g + x2, also 22 — 21 = ¢; — qx € Q. Nach
Definition von S folgt dann x; = x3, also ¢; = ¢, im Widerspruch zur Annahme. Zweitens

behaupten wir
oo

0,1 ¢ @ +5) c[-1,2].
k=1

Die rechte Inklusion ist trivial. Die linke Inklusion folgt aus der Definition von .S, denn zu
y€1[0,1] gibteseinx € Smity —z=:¢g€ QN [-1,1].

Nun ist £1(q+ S) = L1(S) wegen der Translationsinvarianz von £!. Wire S und damit jede
der Mengen ¢, +S £'-meBbar, so folgt aus den obigen beiden Aussagen und der o-Additivitit,
siehe Satz 2.4,

LN =D LY a+S5) =L (U(Qk +S)> € [1,3].
k=1

k=1 k=1

Das ist aber unméglich, da links die Zahl £1(S) € [0, 00) unendlich oft addiert wird.
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5 Das Lebesgueintegral

Ziel dieses Kapitels ist die Definition des Lebesgueintegrals beziiglich eines MaBes p auf
einer o-Algebra A iiber X. Es stellt sich heraus, dass das Integral fiir eine groBe Klasse von
Funktionen erklart werden kann. Zum Beispiel ist das Integral einer nichtnegativen Funktion f
schon dann in [0,00] definiert, wenn f messbar beziiglich A ist. Dies ist eine iiberaus milde
Regularitdtsbedingung.

Die erweiterte Zahlengerade R = RU {400} wurde zu Beginn von Kapitel geingefﬁhrt. Dort
wurden die Ordnungsrelation, der Konvergenzbegriff und die Addition in R erklart. Fiir die
Multiplikation und Division wird zusétzlich zu den Regeln in R folgendes vereinbart:

+oo falls s € (0, 00]
s+ (£o0) =(£o0)-s = <0 falls s =0
Foo falls s € [—00,0),
1 ;
7 = 0 firt==+oc0.

Die Multiplikation R x R — R ist damit unstetig in den vier Punkten {(0, +£oc0), (£00,0)},
aber die Vereinbarung 0-(+00) = 0 erweist sich bei der Definition des Integrals als praktisch.
Nicht definiert ist nach wie vor die Division durch Null.

Definition 5.1 (messbare Funktion) FEine Funktion f : X — R heifit messbar beziiglich
einer o-Algebra A C 2% oder kurz A-messbar, falls gilt:

(i) f~1(U) € A fiir jede offene Menge U C R.
(i) f~Hoo} € A und f~H{—o0} € A.

Es ist etwas irritierend, dass man hier von messbar redet, bevor ein Mafl gegeben ist. Ist u
ein #uBeres Maf auf X, so nennen wir eine Funktion f : X — R p-messbar, wenn sie messbar
ist beziiglich der o-Algebra M der p-messbaren Mengen; dies ist ein wichtiger Spezialfall.
Allgemein sprechen wir kurz von messbar statt A-messbar, wenn die o-Algebra aus dem
Kontext eindeutig hervorgeht.

Eine reellwertige Funktion kann natiirlich als Funktion nach R aufgefasst werden. Die
Frage ihrer Messbarkeit reduziert sich dann auf Bedingung (i) in Definition 5.1. Funktionen
mit Werten in R werden auch als numerische Funktionen bezeichnet.

Das néchste Lemma, ist niitzlich, um die Messbarkeit von Funktionen nachzuweisen.

Lemma 5.1 (Messbarkeitskriterium fiir Funktionen) Sei A C 2% eine o-Algebra und
f: X — R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist A-messbar.
(i) {f<s}={reX: f(x) €|-00,s)} € A fir alle s € R.
(i) {f<s}={x e X: f(z) € [—o0,s]} € A fir alle s € R.
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(iv) {f>st={r e X : f(z) € (s,00]|} € A fiir alle s € R.
(V) {f>st={rx e X: f(x)€[s,00)} € A fiir alle s € R.

BEwWEIS: Aus (i) folgt (ii) wegen {f < s} = f~!(—~o0,s) U f~1{—00}. Aus den folgenden
Gleichungen ergibt sich, dass (ii) bis (v) untereinander #quivalent sind:

Ussh=N<s+3h  {F>sh=X\{f <5,
k=1

Uzsh=NU>s—3h  {F<si=xX\{F2 s}
k=1

Es gelte nun eine und damit jede der Aussagen (ii) bis (v). Fiir ein kompaktes Intervall [a, b]
ist dann f~1([a,b]) = {f > a} N {f < b} € A. Da sich nach Lemma 1.2 jede offene Menge
U C R als abzihlbare Vereinigung U = J;2; I von kompakten Intervallen darstellen lisst,
ist f~1(U) =Upe, f~1(Ix) € A. Ferner haben wir

fHook = ({f >kt wd f{—oo}=[{f<-k}
k=1 k=1

Also ist f A-messbar nach Definition 5.1. O
Wie man leicht sieht, ist das Mengensystem {E C R : f~!}(E) € A} eine o-Algebra. Ist daher

f A-messbar, so ist f~1(B) € A fiir jede Borelmenge B C R.
In folgendem Satz sind die Grenzfunktionen punktweise definiert, zum Beispiel ist
liminf fy : X — R, (liminf f;)(z) = liminf f;.(z).
k—o00 k—o0 k—o00
Punktweise Konvergenz ist eine sehr schwache Form der Konvergenz, unter der sich Eigen-

schaften wie Stetigkeit oder Riemann-Integrierbarkeit nicht notwendig auf den Grenzwert
iibertragen.

Satz 5.1 (Grenzwerte messbarer Funktionen) Sei fr : X — R eine Folge von A-
messbaren Funktionen. Dann sind auch folgende Funktionen A-messbar:

inf fr, sup fx, liminf fi, limsup fx.
keN keN k—0o0 k—o0

BeEwEIs: Fiir s € R gilt

{inf fi > s} = () {fi > s}, {sup fic < s} = () {fe < s}

k=1 k=1

Nach Lemma 5.1 sind infy, fi und sup;, fi also A-messbar, und damit auch die Funktionen

liminf f; = sup (inf f;), limsu = inf (su .
im in Tk keg(lz’fﬁ) k_mpfk kGN(zzgﬁ)

Fiir f: X — R ist der Positiv- bzw. Negativanteil f* : X — [0, c0] definiert durch
(5.1) fT=max(f,0)>0 und f~ =max(—f,0)=—min(f,0) > 0.
Esgilt also f = fT — f~ und |f| = fT+ .
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Satz 5.2 (Messbarkeit und Rechenoperationen) Seien f,g: X — R A-messbar. Dann
sind auch folgende Funktionen A-messbar, falls sie definiert sind:

f+g, af fira€R, f£, max(f,g), min(f,9), |f|, f9. f/g.

BEWEIS: Wir nehmen zunichst an, dass f, g nur Werte in R annehmen. Es gilt

{f+9<ty= U {r<rin{g<sh {-f<t}={f>-t}

r,s€Q, r+s<t

Nach Lemma 5.1 sind also f + g und —f messbar, ebenso af fiir a € R.
Fiir jedes ¢ € COR) ist die Verkettung ¢ o f messbar, denn fir U C R offen ist
o Y(U) offen (Analysis II, Satz 1.4), und folglich (¢ o f)~Y(U) = f~(p~1(U)) messbar.

Damit ergibt sich die Messbarkeit der Funktionen f*, indem wir ((s) = max(=£s,0) wiihlen.
Weiter sind dann die Funktionen

F1= F* 457 max(f,0) = 57 + g+ |f o) wnd min(,0) = 57 +9— | ~ o)

messbar. Nun ist f2 = ¢ o f mit ¢(s) = s2, also folgt die Messbarkeit von f? und von

(f+9)?°=(f—29)).

> =

fg=
Schlieflich ist auch 1/g messbar, denn

{1/s < g <0} 5<0
{1/g9 <s} = {g<0} s=0
{g<0}U{g>1/s} s>0.

Nimmt nun f (bzw. g) den Wert oo oder —oo an, so betrachte die abgeschnittene Funktion

ko fx) >k
fe@)={ -k flz)< -k
f(x) sonst.

Die Funktionen fj, gr sind messbar. Man priift nach, dass die Funktionen

fk +gk7 afk) f]?;t7 maX(fk,gk), min(fkagk)u ‘fk’a fkgk) fk/gk

punktweise gegen die entsprechenden Funktionen fiir f und g konvergieren, auch im Fall des
(unstetigen) Produkts. Also folgt die allgemeine Behauptung aus Satz 5.1. O

Folgerung 5.1 Fiir zwei A-messbare Funktionen f,g : X — R sind die Mengen {f < g},
{f <g}, {f =g} und {f # g} Elemente von A.

BEwEIs: Es gilt {f < g} = U,cq ({f < s} N{g > s}) € A. Die weiteren Aussagen folgen wie
in Lemma 5.1. O
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Definition 5.2 (Treppenfunktion) Eine Funktion ¢ : X — R heifst A-Treppenfunktion,
wenn sie A-messbar ist und nur endlich viele Funktionswerte annimmt. Nach Satz 5.2 ist die
Menge T4 der A-Treppenfunktionen ein R-Vektorraum. Wir setzen

Ti={peTa:p=>0}
Beispiel 5.1 Fiir £ C X heifit die Funktion

1 fallsze F

Xe: X — R, XE(CU):{
0 sonst

charakteristische Funktion von E (alternativ: Indikatorfunktion 1z). Diese Funktion ist genau
dann eine A-Treppenfunktion, wenn F € A.

Der folgende Approximationssatz wird es erlauben, Aussagen fiir Treppenfunktionen auf be-
liebige messbare Funktionen zu iibertragen.

Satz 5.3 (Approximation durch Treppenfunktionen) Zu jeder A-messbaren Funktion
f:X —[0,00] gibt es eine Folge fi, € T mit

fo<fi<g<... und klim fr(z) = f(x) fir alle x € X.

BEwEIs: Wir setzen fy = 0 und definieren fiir £ > 1 induktiv Fy = {fr—1 + % < f} sowie

k
1 1
fe =1t oxm = fe= > SXE;
j=1

Die fi sind Treppenfunktionen mit fo < fi < ... und fi < f fiir alle k € Ng: ist z € E}, so
gilt fi(z) = fr_1(z) + 7 < f(x) nach Definition, fiir z ¢ Ej, folgt fi(z) = fr—1(z) < f(z) per
Induktion. Insbesondere gilt limy_.o frx(z) < f(z). Da die Reihe Y 22, % divergiert, gibt es
im Fall limy_o fi(z) < co unendlich viele k € N mit « ¢ Ej, bzw. fr_1(z) > f(z) — 7, und
es folgt limg_,o0 fx(z) > f(x). O

Ab jetzt sei ein MaB p auf der o-Algebra A C 2% gegeben. Statt A-messbar oder A-
Treppenfunktion verwenden wir nun pu-messbar bzw. p-Treppenfunktion und 7+ (u), wenn
klar ist, auf welcher o-Algebra das Mafl u gegeben ist. Als Vorstufe zum Lebesgueintegral
wird fiir ¢ € 71 (u) das Integral I(p) auf elementare Weise, also ohne Grenzwertprozess,
folgendermaBen definiert: sei {s1,...,s;} C [0,00) die Wertemenge von ¢. Dann ist

I
(5.2) I(p) = Z si i({p = si}).
i=1

Die Summe ist wohldefiniert, eventuell gleich +oo.

Lemma 5.2 (Eigenschaften des Integrals auf 7 (u)) Fir ¢, € T (u) und o, €
[0,00) gelten folgende Aussagen:
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(i) I(ap + B) = al(p) + BI1(1).
(i) p <y = I(p) <I(¥).

BEWEIS: Ist {s1,...,s} die Wertemenge von ¢ und « > 0, so ist {asq,...,as;} die Werte-
menge von aw und es folgt

l l
=S asin(fap = asi}) = a3 siu({e = s:}) = al().
i=1 i=1

Fiir o = 0 gilt I(ap) = al(p) nach Definition. Seien weiter {¢1,...,¢y} und {ry,...,r,} die
Wertemengen von 1) sowie ¢ + . Dann berechnen wir

Ip+v¢) = Zrkﬂ {o+v =ri})

k=1

= Sonn( U {e=snfe=11)
k=1 Sit+tj=rg

- Zrk Z p({e = si} N{Y =t;})
k=1 Sit+tj=rg

= > > sitty)ue=s3n{y=t})
k=1s;+tj=rk

= SN s+t ufe = sihn v =1}

i=1 j=1
l m m l
= Vs e =sinfv=tN+> 63 e = s} {v =)
i=1 j=1 Jj=1 =1
!
= > sin{p=si}) +Zt1“ =t}
=1
= () + 1(¢).
Damit ist Behauptung (i) gezeigt. In (ii) gilt ¥ — p € 7+ (p), und aus (i) folgt

)
IQ) =1+ @ —¢) =I(p) + 1Y — ) > I(p).

Die Definition des Lebesgueintegrals geschieht jetzt in zwei Schritten.

Definition 5.3 (Lebesgueintegral) Sei u ein Maf auf X und f eine p-messbare Funktion.
Ist f: X —[0,00], so setzen wir

/ fdu=sup{I(¢) - 9 € T* (), ¢ < f}.

In diesem Zusammenhang heifst ¢ Unterfunktion von f. Ist f : X — [—00, 00| und sind die
Integrale von f* wie eben definiert nicht beide unendlich, , so setzen wir weiter

[ran=[ran= [ 1 dne o0
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Die beiden Schritte der Definition sind kompatibel, denn fiir f > 0 gilt f© = f, f~ =0, und
fiir die Nullfunktion ist das in (i) definierte Integral gleich Null.

Folgerung 5.2 (Integral fiir nichtnegative Treppenfunktionen) Fiir f € 77 (u) gilt

/fduzl(f)Z S su({f =5}

s€f(X)

BEWEIS: f ist selbst Unterfunktion von f, also ist [ fdp > I(f). Nach Lemma 5.2(ii) haben
wir andererseits I(¢) < I(f) fiir jede Unterfunktion. O

Beispiel 5.2 Fiir das Lebesguemafi £! auf R gilt: xg € 77 (£!) und
/X@ et =0- LYR\Q) +1-£YQ) =0.

Definition 5.4 (Integrierbarkeit) Eine Funktion f : X — R heift integrierbar bzgl. u,
wenn sie p-messbar ist und wenn gilt:

/fd,u € R oder dquivalent /f+ d,u—l—/f dp < 0.

Beispiel 5.3 Nach Beispiel 2.3 ist card : 2¥ — [0,00] fiir jede Menge X ein MaB; wir
betrachten hier X = Ny. Eine Funktion f : Ny — R ist genau dann bzgl. card auf Ny
integrierbar, wenn die Reihe Y77 ; f(k) absolut konvergiert, und dann gilt

(5.3) / fdeard = 3 £ ().
k=0

Insbesondere kann eine nur bedingt konvergente Reihe wie log2 = > 7%, (—1)/k nicht als
Lebesgueintegral beziiglich card aufgefasst werden. Wir zeigen nun (5.3) zunéchst fiir Funk-
tionen f : Ny — [0, 00]. Dazu betrachten wir

flk) fallsk<n

0 sonst

fn:NOHH& fn(k):{

Die f, sind Unterfunktionen von f mit I(f,) = >_;_, f(k). Also folgt

/fdcard > nILn;oI(fn) = if(k)

k=0

Fiir die umgekehrte Ungleichung sei ohne Einschréinkung Y77, f(k) < oo, also insbesondere
f(k) — 0 mit k& — oco. Ist dann ¢ Unterfunktion von f, so ist ¢(k) # 0 nur fiir endlich viele
k und folglich ¢ < f,, fiir n hinreichend grof}. Es folgt

o) < I(f) = 3 ) < S F(R),  also /fdcard <3 (k).
k=0 k=0 k=0

38



Die Aquivalenz von Integrierbarkeit und absoluter Konvergenz folgt aus

/f+ deard + /f deard =Y " fH(k)+ ) f (k) =D _|f(k)],
k=0 k=0 k=0

und weiter erhélt man
/fdcard = /f+ dcard — /f_ dcard = ifﬂk) - if_(k) = if(k)
k=0 k=0 k=0

Definition 5.5 (Nullmenge fiir ein Maf}) Sei u ein Maf$ auf einer o-Algebra A C 2.
Eine Menge N C X heifit pu-Nullmenge, falls gilt:

(5.4) NeA wund p(N)=0.

Es kommt in der Mafitheorie oft vor, dass eine Aussage nur fiir Punkte auflerhalb einer u-
Nullmenge gebraucht wird oder gezeigt werden kann. Man sagt, die Aussage A[z] ist wahr
fir p-fast-alle © € M oder p-fast-iiberall auf M, falls es eine p-Nullmenge N gibt mit

{z € M : Alz] ist falsch} C N.

Dabei wird nicht verlangt, dass {z € X : A[z] ist falsch} selbst zu A gehort.

Satz 5.4 (Monotonie des Integrals) Seiy Map auf X und f, g : X — R seien u-messbar.
Ist f < g p-fast-iberall und [ fdp > —o0, so existiert auch das Integral von g und es gilt

[tan< [gin

Die Aussage mit > gilt entsprechend wenn [ fdu < oo.

BEWEIS: Seien zuniichst f und g nichtnegativ. Ist ¢ € 7+ (u) eine Unterfunktion von f, so
ist ¥ 1= x{y<g) eine Unterfunktion von g, und es gilt

n{e=sh) =pu{e=syn{f <g}) +u({e=sn{f>g}) <un{{v =s}).

Es folgt I(p) < I(¢) < [gdpu, also [ fdu < [ gdu. Fiir f, g beliebig ist nach Voraussetzung
ft < g sowie g < f~ p-fast-iiberall, also

[rrans [gran wna [gaus [1an<os,
[tan=[rran= [ aus [gran— [ an=[gin

Bemerkung 5.1 Sei p vollstandiges Maf§ auf A, das heifit jede Teilmenge einer p-Nullmenge
liegt in A und ist damit selbst eine u-Nullmenge, vgl. Definition 3.5. Ist dann f p-messbar
und f = g p-fast-iiberall, so ist auch g y-messbar, denn

{g<st={f<sin{f=gh)u{g<sin{f#g}) € A
Weiter folgt dann [ gdp = [ f dp, wenn das Integral von f existiert.

und somit

O
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Lemma 5.3 (Tschebyscheff-Ungleichung) Fir eine pi-messbare Funktion f : X — [0, 00]
mit [ fdp < oo gilt

i/fdu fiir s € (0, ),

0 fiir s = oo.

p({f = s}) <
BeEwEIs: Fiir s € (0,00) ist die Funktion s>, eine Unterfunktion von f, also folgt

su({f = 0o}) < su({f > s}) = I(sx(y5e)) < / fdp.

Folgerung 5.3 Die Funktion f : X — R sei u-messbar.
(i) Ist [ fdp < oo, so ist {f = oo} eine p-Nullmenge.
(ii) Ist f >0 und [ fdp =0, so ist {f > 0} eine u-Nullmenge.

BEWwEIS: Da f beziiglich der o-Algebra A von p messbar ist, sind die fraglichen Mengen in
A. Aussage (i) folgt mit s = oo aus Lemma 5.3, angewandt auf f. In (ii) schlieBen wir
p({f > s}) =0 fiir s >0 aus Lemma 5.3, also u({f > 0}) = 0 mit Satz 2.4(i). O

Um die Linearitéit des Integrals zu zeigen, brauchen wir den folgenden, zentralen Satz zur
Vertauschung von punktweisem Grenzwert und Integral. Mit dieser Problematik werden wir
uns im néchsten Kapitel noch ausfiihrlicher beschéftigen.

Satz 5.5 (Satz iiber monotone Konvergenz von B. Levi) Sei p ein Maff auf X und
fr + X — [0,00] eine Folge von p-messbaren Funktionen mit fi < fo < .... Definiere
f:X —[0,00] durch f(z)=limg_ oo fx(x). Dann gilt

[ ran= i [ sdn

BEWEIS: Die Funktion f ist y-messbar nach Satz 5.1. Mit Satz 5.4 gilt

Os/fldﬂé/fzdﬂé-..ﬁ/fdu, also klim/fkduﬁ/fdu-

Sei ¢ eine Unterfunktion von f mit Wertemenge {si,...,sm}. Setze E; = {¢ = s;} fir
i =1,...,m und betrachte fiir einen Parameter 6 € (0,1) die Mengen

Eir = EiN{fx > 0s;}.

Die Funktion » ;" 0s; g, , ist eine Unterfunktion von fi, und mit Lemma 5.2 folgt

Y Osin(Eiy) =1 (Z Osi XEk) = /fk dp.
i=1 =1

Nun gilt E; = (J,— Eix, denn fiir s; > 0 ist limp_o fr(z) = f(x) > s; > Os; fiir alle z € E;.
Da auflerdem E;; C E;2 C ..., folgt aus der Stetigkeit des Mafles von unten, siehe 2.4(i), die
Gleichung p(E;) = limy_,o0 p(E; ) und somit

01(p)=> 0s;p(E;) = kh_{f)lozesiﬂ(Ei,k) < klijgo/fk dp.
=1 =1
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Mit 8 ' 1 und Bildung des Supremums iiber alle Unterfunktionen ¢ folgt

[ taus< jim [ g

Satz 5.6 (Linearitét des Integrals) Sei pu ein Maf auf X. Fiir p-messbare Funktionen
frg: X > Runda,f R sei o [ fdu+3 [ gdu inR definiert. Dann ist af + 39 aufferhalb
einer p-Nullmenge N definiert, und mit af + Bg := 0 auf N gilt

O

/(af+ﬁg)du—a/fdu+ﬂ/gdu-

BEwEISs: Wir betrachten erst den Fall § = 0. Ist « > 0, f > 0 und ¢ Unterfunktion von f,
so ist ap Unterfunktion von af und es folgt aus Lemma 5.2(ii)

allp)=1aw) < [(@fdu abso o [faus [(afdn

Anwendung auf 1/a und af (statt a und f) ergibt die gewiinschte Gleichheit. Fiir a > 0
und f wie in der Behauptung gilt (af)™ = af" und (af)” = af . Es folgt

/(af)duz/(af)+du—/(af)‘du:a/f+du—a/f‘duZa/fdu-

SchlieBlich folgt aus (—f)™ = f~ und (—f)~ = f* die Gleichung

/(f)duz/f—du/fwu:</f+du/f—du> = [ rau

Es reicht, als zweites den Fall = § = 1 zu behandeln. Sind f,g : X — [0, 0], so gibt es
nach Satz 5.3 Folgen ¢, ¢, € 77 (1) mit 1 < g < ... und 1 < 1hg < ..., s0 dass g — f
und 9 — g punktweise auf X. Es folgt

o1+ <@pa+Ys<... und @+ Y — f+ g punktweise auf X.

Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz und Lemma 5.2(ii) erhalten wir

/(f+g)du=klggo/(sok+¢k)du=klggo </(Pkdﬂ+/¢kdﬂ> z/fdu+/gdu.

Seien schlielich f, g; X — R wie in der Behauptung. Indem wir evtl. zu — f und —g iibergehen
und den ersten Fall mit o = —1 anwenden, gilt o BdA

/fdu+/gdu>—oo, also /f_du+/g_du<oo.

Nach Folgerung 5.3(i) ist dann pu({f = —oo} U {g = —oo}) = 0, und somit ist auch die
Teilmenge {(f,g9) = £(o0,—0)} € A eine p-Nullmenge. Aus (f +¢g)~ < f~ + ¢, der
Monotonie des Integrals und dem schon bewiesenen nichtnegativen Fall folgt

/(f+g)_duﬁ/(f‘+g_)du=/f_du+/g‘du<oo.

41



Also ist das Integral von f + g definiert. Nun gilt (f +g)* — (f+9) = f+g=f"+g" —
(f~ 4+ g7 ), beziehungsweise

f+t+f +9g =(+9 +f +g"

Da auf beiden Seiten nichtnegative Funktionen stehen, folgt durch Integration
(5.5) /(f+9)+dﬂ+/f‘du+/g‘du= /(f+g)‘du+/f+du+/g+du-

Ist nun [ f*du+ [ gt du < oo, so sind alle beteiligten Integrale endlich und wir erhalten
/(f+9)du = /(f+g)+dﬂ—/(f+g)_du
= [ [oran- [5au- [oan
= /fdu + /gd,u.

Fir [ ftdu+ [ g% dp = oo folgt [(f+g)" du = oo wieder aus (5.5), und in der Behauptung
sind beide Seiten gleich oco. Damit ist der Satz bewiesen. O

Definition 5.6 (Integration iiber Teilmengen) Sei p ein Maff auf X und E C X sei
u-messbar. Dann setzen wir, wenn das rechte Integral existiert,

/EfdMZ/fXEdM-

f heifit auf E integrierbar, wenn die Funktion fxg integrierbar ist.

Wegen (fxg)* = fTxg < fT existiert das Integral von f iiber E auf jeden Fall dann, wenn
das Integral von f iiber ganz X existiert. Insbesondere ist das Integral von f iiber F stets
definiert, wenn f nichtnegativ ist.

Beispiel 5.4 Betrachte fiir & € R die Funktion f : R” — R, f(x) = |z|~®. Wir behaupten:

/ fdL" <oo & a>n, und / fdL™ < oo & a<n.
R™\ B1 (0) B1(0)

Zum Beweis vergleichen wir f mit der Funktion

g=> 27y, mit Ay = {2" < |z < 2H1}
kEZ

Es gelten die Abschitzungen
27% < f<gfira>0 bzw. 2 %> f>gfira<O0.

Wegen der Monotonie des Integrals reicht es also aus, die Aussagen fiir g zu zeigen. Da
Ay, = 2F Ay, folgt aus der Transformation von £ unter Streckungen, vgl. Satz 4.6,

L'(Ag) = (29)" L"(Ap) = 2", mit 7, = L"(Ag) € (0, 00).
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Da die Folge der Partialsummen ZL:O 2 kay A, punktweise auf R" gegen gxgrn\p, (o) konver-
giert, folgt aus dem Satz iiber monotone Konvergenz

1
/ gdﬁn_Z/Q_kaXA dﬁn_,ynz2(n a)k _ Vnm falls « > n
k
FABO) k=0 00 sonst.
Ganz entsprechend erhalten wir auf B (0)
«— ! fall
/ gdL" = Z /2 kaXAden_,yn Z o(n—a)k _ %m alls . <n
ao k==1 k=-1 o0 sonst.

Damit ist die Behauptung von Beispiel 5.4 gezeigt.

Das folgende Integrierbarkeitskriterium (iii) wird sehr oft benutzt, meistens ohne extra
erwihnt zu werden.

Satz 5.7 (Majorantenkriterium) Sei f : X — R p-messbar.
(1) f integrierbar < |f| integrierbar.
(ii) Es gilt | [ fdp| < [|f|dp, wenn das Integral von f existiert.

(iii) Ist g : X — [0,00] p-messbar mit |f| < g p-fast-iberall und [gdu < oo, so ist f
integrierbar.

BEwEIS: Es gilt |f| = f* + f~, und aus der Linearitéiit des Integrals, Satz 5.6, folgt

[istn= [+ srau= [ 5o aus [ 5 au

Mit Definition 5.4 folgt (i). Ist das Integral von f definiert, so gilt weiter

}/fdu!—!/ﬁdu /f‘duiS/f+du+/f‘du=/|f|du.

Ist schlieflich ¢ wie in (iii), so folgt [|f|du < [gdp < oo aus Satz 5.4 und dann mit (i) die
Integrierbarkeit von f. O

Mit dem Majorantenkriterium und Beispiel 5.4 folgt, dass allgemein Funktionen integrierbar
sind, die durch eine geeignete Potenz |z|~® abgeschéitzt sind, genauer:

Beispiel 5.5 Ist f: R® — R £"-messbar und gilt fiir eine Konstante C € [0, 00)

C'|z|™® fast iiberall in B.(0) mit a < n, bazw.

<
< Clz|™ fast iiberall in R™\ Br(0) mit o > n,

so ist f auf B.(0) bzw. auf R™\Br(0) integrierbar.
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6 Konvergenzsitze und L’-Riume

Sei fr : X — R eine Folge von Funktionen, die gegen eine Funktion f : X — R konvergiert.
Welche Voraussetzungen sind an die Qualitdt der Konvergenz fr — f zu stellen, damit der
Grenziibergang mit dem Integral vertauscht werden kann, das heiBt damit gilt:

/fd/L:kli_)n;O/fkdu-

Die Konvergenzsatze von B. Levi und H. Lebesgue geben mit der monotonen Konvergenz bzw.
der majorisierten Konvergenz hinreichende Bedingungen an, die wesentlich schwacher sind als die
beim Riemannintegral benétigte gleichmaBige Konvergenz. Der Satz {iber majorisierte Konvergenz
liefert (unter anderem) folgendes zentrale Resultat von Riesz-Fischer: der Raum der integrierbaren
Funktionen — modulo Gleichheit fast iiberall — ist mit der Integralnorm ein Banachraum.

Die punktweise Konvergenz f — f reicht im allgemeinen nicht aus, um das Integral mit dem
Grenzwert zu vertauschen.

Beispiel 6.1 Betrachte auf R die charakteristischen Funktionen f. = % X[-c,e]- Es gilt

0 fiir x # 0

oo firz=0.

lsy £.(a) = fo(e) it fo) = {
Andererseits haben wir [ f-dL' = & £1([—¢,¢]) = 1 fiir alle € > 0, das heifit

/f0d£1—0<1—;i{%/f€d£1.

Fiir festes  # 0 gilt: sup,~¢ f:(x) = o]
x

1/&
—

-1 0 1 £ 0 £

Eine fiir die Vertauschung hinreichende, zusétzliche Bedingung liefert der Satz iiber monoto-
ne Konvergenz, der bereits im vorigen Kapitel fiir den Nachweis der Linearitdat des Integrals
bendtigt wurde. Wir wiederholen den Satz hier unveréndert.
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Satz 5.5 (itber monotone Konvergenz von B. Levi) Sei f; : X — [0, 00] eine Folge
von p-messbaren Funktionen mit f; < fo < .... Definiere f : X — [ ,00] durch f(z) =

limg o fr(z). Dann gilt
/fd,u = klim /fk du.

Als Anwendung wollen wir kurz Mafle besprechen, die durch Integration gegen eine Dichte-
funktion gegeben sind.

Satz 6.1 (Mafl mit Dichtefunktion) Sei u ein Map auf der o-Algebra A C 2X. Fiir eine
pu-messbare Funktion 6 : X — [0, 00] ist dann

A A—[0,00], A /Hd,u /GXAdu
ein Mass, das mit 6 (oder p © 0) bezeichnet wird. Es gelten folgende Aussagen:
(1) p(A)=0 = wb(A)=0.
2) [ fd(pu) = [ fOdp fir alle p-messbaren f: X — [0, c0].

BEWEISs: Ist A = [J;2, 4; mit A4; € A paarweise disjunkt, so folgt mit monotoner Konvergenz

—/GxAdu—/ZGXA,-du—Z/WAMM—Z/\(A
=1 =1 i=1

Wegen yg = 0 ist A(0) = 0, das heifit X ist ein Maf§ auf A. Fiir u(A4) = 0, also x4 u-fast-
iiberall Null, folgt aus Satz 5.4

uLf(A) = /HXA dp = 0.

Weiter gilt fir A € A
[ xadind) = o) = [at .
Damit folgt (2) fiir alle Treppenfunktionen ¢ € 7+ (u). Fiir eine beliebige u-messbare Funk-

tion f > 0 wihle eine Folge von Treppenfunktionen ¢y € 7 (u) mit ¢ /' f nach Satz 5.3,
und schliefle wieder mit monotoner Konvergenz

/fd(,uLH) :klim /gok d(p ) :klim /npkﬂdu: /f@du.

Bemerkung 6.1 Ist zusétzlich 6 : X — [0, co] integrierbar beziiglich p, so ldsst sich Aussage
(1) von Satz 6.1 wie folgt verschéirfen: zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass gilt:

O

(6.1) Aec A w(A) <o = (wb)(A) <e.

Denn mit 0, = min(0, k) gilt die Abschiitzung
(ud)(A /Gdu / (0 —6) du+/9kdu</(0 Or) diw + Ek u(A).
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Nach Satz 5.5 kénnen wir k£ € N hinreichend grof§ wéhlen, so dass

/(G—Hk)d,u:/ﬁd,u—/ﬁkd,u<€/2.

Die Bemerkung folgt fiir u(A) < ¢/(2k) =: 4.

Das folgende Lemma ist von unabhéingigem Interesse, zum Beispiel in der Variationsrechnung.
Es besagt unter anderem, dass das Integral beziiglich punktweiser Konvergenz nichtnegativer
Funktionen unterhalbstetig ist.

Satz 6.2 (Lemma von Fatou) Sei fi, : X — [0,00] eine Folge von pi-messbaren Funktio-
nen. Fir f: X — R, f(z) = liminfy_ o fx(z) gilt dann

/fdﬂglikminf/fkdu.

Beweis: Fiir die Folge g, = inf;> f; gilt gr41 > g und limyg_ g = f. Mit Satz 5.5 folgt,
da andererseits gi < fj fiir alle k € N,

/fdu—klim /gkduglikminf/fkdu.

O

Satz 6.3 (Satz iiber majorisierte Konvergenz von Lebesgue) Sei fi, fo,... eine Fol-
ge von p-messbaren Funktionen, und f(x) = limg_oo fx(x) fir p-fast-alle € X. Es gebe
eine integrierbare Funktion g : X — [0, 00] mit supy, | fx(x)| < g(x) fiir u-fast-alle x. Dann ist

f integrierbar bzgl. p, und es gilt
/fd,u = klim /fk du.

Es gilt sogar ||f — fellr = [ |f — feldp — 0, wgl. Definition 6.1.

BeEwEIs: Die Folge 2g — |f — fx| > 0 konvergiert punktweise fast iiberall gegen g. Mit Satz
6.2 erhalten wir

lim sup | fd,u/fde < hZHSUP/|ffk’dM

k—o0
- /2gdu—likr£i£f/(2g— |f = fil) du
< /2gdu—/lik{ninf(2g— 1~ fil) du
= 0.

O

Als erste Anwendung wollen wir das eindimensionale Riemannintegral mit dem Lebesguein-
tegral bzgl. des MaBes £! vergleichen. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und f : I — R
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beschrankt. Fiir eine durch Unterteilungspunkte a = 2o < ... <z = b gegebene Zerlegung
Z von [a, b] in Teilintervalle I; = [z;_1, x;] werden Ober- und Untersumme wie folgt gebildet:

N
Sz(f)=) (sup f) (x; —xj—1) baw.
j=1 1i j=1

Mz

mff Tj— Tj—1).

Fiir zwei Zerlegungen Z; und Z; mit gemeinsamer Verfeinerung 2, U Z; sieht man leicht

2,(f)-

03 \

§21 (f) < ﬁzlLJZQ (f) < gZﬁUZQ (f) <
f heifit Riemannintegrierbar mit Integral f; f(x)dx =S, wenn gilt:

supSz(f) =inf Sz(f) = S.
z Z

Aus der Vorlesung Analysis I sind hinreichende Kriterien fiir die Riemannintegrierbarkeit
bekannt, zum Beispiel Stetigkeit auf [a, b]. Es blieb aber die Frage offen, welche Funktionen
— im Sinne einer Charakterisierung durch punktweise Eigenschaften — Riemannintegrierbar
sind; dies konnen wir nun beantworten. Das Ergebnis ist analog zur Charakterisierung der
Quadrierbarkeit in Satz 1.6. Ein positiver Nebeneffekt ist, dass wir so die Integrationsre-
geln aus Analysis I auch fiir das Lebesgueintegral zur Verfiigung haben, jedenfalls wenn die
Funktionen Riemannintegrierbar sind.

Satz 6.4 (Riemannintegrierbarkeit) Sei f : I — R eine beschrankte Funktion auf dem
kompakten Intervall I = [a,b]. Dann gilt:

f Riemannintegrierbar <  L'({x € I : f ist nicht stetig in 2}) = 0.

In diesem Fall ist f auch Lebesgueintegrierbar, und die Integrale stimmen tberein.

BEWEIS: Fiir eine Zerlegung Z mit Teilintervallen I; = [zj_1,2;], 1 < j < N, definieren wir
die Riemannschen Treppenfunktionen

> <
fz(x) = gnggs?pf hr;lj;lpf() und  f_(z) = gn;gl}lff lim inf £(y).

Sei Ny(s) = {z € I : limsup,_,, f(y) — liminf, ., f(y) > s} fiir s > 0. Sind 2y, Z5 beliebige
Zerlegungen, so folgt fz, (z) — /2 (x) > s fiir alle z € N¢(s), und hieraus mit Lemma 5.3

Sz,(f) =8z, (f) = /[ (?22 —izl) dLt > s LY(Ny(s)).

Ist f Riemannintegrierbar, so bilden wir das Infimum {iber alle Z;,Zs und schlieflen
LY(Ns(s)) = 0 fiir alle s > 0, womit die eine Richtung der Behauptung gezeigt ist.

Sei nun f L!-fast-iiberall stetig, und Z; eine beliebige Folge von Zerlegungen mit Feinheit
0 = maxi<j<n, |Tij — T;j—1] — 0. Ist f stetig in z, so folgt

fz(x) < sup fly) \ f(x) wnd [ (z) > inf f(y) /7 f(x) miti— oo

ly—ax|<d; ¢ ly—z|<6;
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Also konvergieren ?Zw f = punktweise £!'-fast-iiberall auf I gegen f, insbesondere ist f £!-

messbar nach Satz 5.1. Wegen |fz,|, |f 5 | <sup;|f| < oo folgt aus Satz 6.3

Sa(f)= [Fadtt = [act wd sa(n)= [ 1, e~ [ ract
I I 177 I
Also ist f Riemannintegrierbar mit Riemannintegral fab f(z)dz = [; fdCt. O

Ein uneigentliches Riemannintegral kann dann und nur dann als Lebesgueintegral aufgefasst
werden, wenn es absolut konvergiert. Dies zeigt man leicht mit Definition 5.4, Satz 6.4 und
einem Konvergenzsatz. Zum Beispiel ist das Integral fooo Sigx dx nicht als Lebesgueintegral
definiert, vergleiche auch Beispiel 5.3 und Beispiel 6.2 unten.

Wir kommen nun zu einer zweiten Anwendung des Satzes von Lebesgue, ndmlich der Frage
der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Integralen, deren Integrand von einem Parameter
abhéngt.

Satz 6.5 (Stetigkeit von Parameterintegralen) Sei X ein metrischer Raum, p ein Maf
auf Y und f: X XY — R mit f(x,-) integrierbar bzgl. v fir alle z € X. Betrachte

FiX =R F@) = [ 1) dutw)

Es sei f(-,y) stetig in xog € X fir p-fast-alle y € Y. Weiter gebe es eine u-integrierbare
Funktion g : Y — [0,00], so dass fir alle z € X gilt:

|f(z,y)| < g(y) fir alley € Y\N,, mit einer u-Nullmenge N,.
Dann ist F' stetig in xg.

BEWEIS: Zu jeder Folge x; — xg gibt es nach Voraussetzung eine u-Nullmenge N, so dass
fiir alle y € Y\N gilt:

flxg,y) — f(xo,y) und |f(zg,y)| < g(y) fiir alle & € N.
Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz 6.3, folgt
Fo) = [ few)dutw) = Jim [ fony) duty) = Jim o).

O

Satz 6.6 (Differentiation unter dem Integralzeichen) Sei I offenes Intervall, p ein
Maf$ auf Y und f: I xY — R mit f(z,-) integrierbar bzgl. p fiir alle x € I. Setze

IWIHRJ%wz/fWWMMW

Es sei f(-,y) in xo € I differenzierbar fir p-fast-alle y € Y, und es gebe eine p-integrierbare
Funktion g : Y — [0, 00], so dass fiir alle x € I gilt:

[f(z,y) = f(x0,9)]

|z — 0|

<g(y) fir alley € Y\N,
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mit einer geeigneten p-Nullmenge N,. Dann folgt

F(eo) = [ 2 zo.) duty)

BEWEIS: Zu jeder Folge z — z¢ gibt es nach Voraussetzung eine u-Nullmenge N C Y, so
dass fiir alle y € Y\ N gilt:

f(xkvy)_f(x()?y) af

klir{)lo PE— = %(x()a Y),
Tk, - Zo,
T — Zo

Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue, Satz 6.3, folgt mit k& — oo

F(xy) — F(xo) _ / f(@r,y) — f(xo,
Tp —

T — Zo Zo

v) du(y) — /gi(xo,y) du(y).

O

Wir wollen noch eine Version von Satz 6.6 formulieren, die etwas leichter zu handhaben ist.

Folgerung 6.1 Sei U C R™ offen, u ein Mafi auf Y und f : U XY — R mit f(x,-) inte-
grierbar beziiglich p fir alle x € U. Betrachte

FiU =R F) = [ f(a.9)duy).

Es gebe eine p-Nullmenge N CY, so dass fir alley € Y\N gilt: f(-,y) € C1(U) und
|Dyf(x,y)| < g(y) mit einer integrierbaren Funktion g : Y — [0, 00].

Dann ist F € CY(U) und es gilt fiir alle v € U

oF of

oz, (z) = oz, (z,y) du(y).

BEWEIS: Nach Voraussetzung gilt fiir alle y € Y mit Ausnahme der p-Nullmenge N

e the) — Sl [']28
|h| -~ Jo 0%

<x+m@wﬁﬁ3gw»

Nach Satz 6.6 ist die Funktion F' in jedem Punkt x € U nach x; partiell differenzierbar, und
die partielle Ableitung ist durch Differentiation unter dem Integralzeichen gegeben. Aber
nach Satz 6.5 sind die partiellen Ableitungen stetig auf U, also ist F € C1(U). O

Beispiel 6.2 Als Beispiel berechnen wir den Grenzwert

o o
sinz . sinz
dz := lim dzx.
0 T reeJo I

Dazu bilden wir das Parameterintegral

LSinw

dx.

F:[0,00) — R, F(t):/oooe_t "
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Der Integrand f(t,z) = e_t“i% ist bzgl. € (0,00) integrierbar fiir jedes ¢ > 0, sowie nach
t € (0,00) stetig differenzierbar fiir alle z > 0, und erfiillt fur ¢ > 7 die Abschétzung

of

ot —(t,z)| <e ™" =: g(x).

Also gilt nach Folgerung 6.1 fiir ¢ > 7, und damit fiir alle ¢ > 0,
oo
F'(t) = —/ e " sinx dr
0

o0
= [e™ cosx] SO—/ (—t)e " cos x dx
0

oo
= —1+¢ / e @sinzdr, also
0

1

F'(t) = ——.
(*) 14 ¢2

X

Nun gilt lim; ~o f(t,2) = 0 mit integrierbarer Majorante e~
Satz 6.3 und somit F(t) = 7/2 — arctant fiir alle ¢ > 0.

, also lim; oo F'(t) = 0 nach

Weiter ist limp o f(t,2) =
Wir miissen also subtiler argumentieren. Fiir £ > 0 und 0 < r; < ry < oo gilt

T : T i—t)x T i—t)x
/Qemsmxdazzlm/Qe(it)xdgc:Im ?(7) —l—Im/26 : dac
r1 x 1 x (Z - t)

(i —1)
Wegen |i — t| > 1 erhalten wir fiir ¢ > 0 die Abschétzung

1 1 "2 dx 2
<—+—+[ <=
1 X 1

o0 |sinx _
‘ p ‘dﬂZ—OO.

Mit dem Cauchykriterium folgt die Existenz des Integrals F'(0), und weiter

r1 :
/ (1 - e )28 g +
0 T

—0 mit t\0

4

™

[F(0) = F(1)] <

Somit ist F' stetig in ¢ = 0, und es folgt schliellich

/ TN F(0) = lim F(t) = lim(r/2 — arctant) = /2.
X = = 11m = 11m — arctan =
0 X t\.0 t\.0 T T

Wir fithren jetzt die LP-Rdume ein und zeigen, dass sie Banachrdume sind. Dies ist die wohl
wichtigste Konsequenz der Konvergenzsétze.

Definition 6.1 (LP-Raum) Fiir j-messbares f : X — R und 1 < p < oo setzen wir

» 1/p )
HfHLp(H)Z (/’f’ d:u) fUT’ 1§p<oo
inf {5 >0: p({|f| >s}) =0} fir p=oo.
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Auf LP(u) = {f : X = R: f p-messbar, || f||r() < 0o} betrachten wir die Aquivalenzrelation

f~g & f(x)=g(x) fir p-fast-alle x € X,
und definieren den LP-Raum durch LP(u) = LP(u)/ ~.

Wir schreiben || - [|z» statt ||| 1r(,), wenn sich das Maf8 aus dem Kontext ergibt. Es ist {iblich,
die Elemente von LP(u) wieder als Funktionen zu bezeichnen. Etwas allgemeiner kann auch
der Begriff der LP-Funktion auf einer messbaren Teilmenge definiert werden.

Definition 6.2 Fir E C X p-messbar und f : E — R sei fo : X — R die Fortsetzung mit
fo(x) =0 fiir alle x € X\E. Wir setzen dann

LP(E)={f:E—R:fyecLP(X)},
und LP(E,u) = LP(E,n)/ ~ (analog zu Definition 6.1).

Proposition 6.1 Fir 1 < p < oo ist (LP(u), || - |e(u)) ein normierter Vektorraum. Insbe-
sondere gelten fir A € R und f,g € LP(u) folgende Aussagen:

(D) [|fllep =0 = f =0 p-fast-iberall.
() felP(u), AeR = Af€LP(n) und |Afllo = A [1£]1o-

B) frgeLP(n) = f+gelP(p) und||f+gllr <[ fllze +llgllzr-

BEWEIS: Sei zunéchst 1 < p < co. Dann ist || f||» wohldefiniert nach Satz 5.4, und Folgerung
5.3 impliziert Aussage (1). Weiter folgt Behauptung (2) aus der Linearitit des Integrals, siehe
Satz 5.6. Da die Funktion ¢ — ¥ auf [0, c0) konvex ist, gilt nun

|f+glP=2° < 227H(If1P + 1gl?).

f+gl”
2

Nach dem Majorantenkriterium ist mit f,g € LP(u) also auch f + g € LP(u). Die Dreiecks-
ungleichung wird unten in Satz 6.8 mithilfe der Holderschen Ungleichung gezeigt.

Im Fall p = oo ist (1) klar. Fiir (2) und (3) verwenden wir, wobei A > 0 angenommen wird,

{IMfI>Ask ={[fl >s} und  {|f+g]>s1+s2} C ({|f] >s1}U{lg] > s2}).

Daraus ergibt sich leicht die Behauptung. O

Lemma 6.1 (Youngsche Ungleichung) Fir 1l < p,q < oo mit %%—% =1undz,y>0 gilt

Pyl
ry < — + —.
p q

BEWEIS: Sei y > 0 fest und f(z) = %xp + %yq — zy. Dann gilt

1
<0 firz<yr?
f'(@) pr_l—y{ s

1
>0 firz>yr-1
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Also gilt fiir alle x > 0

flx) > f(yp%l) = 1y*’% +1yp%1 —yT =0
p q
L
Satz 6.7 (Holdersche Ungleichung) Fiir p-messbare f,g: X — R gilt
L1 1
| [ Sodu] < 1Flploll e, falls 1< pg < oo mit o =1
Beweis: Wir kénnen || f||;, = |9l =1 und f,g > 0 annehmen. Aus Lemma 6.1 folgt
L, 1y
fodp < [\ Jff+ 0" ) dn=1= 1fllze llgllza-
Der Fall p =1, ¢ = oo ergibt sich direkt aus Satz 5.4. O

Die Holdersche Ungleichung hat als Spezialfall fiir p = ¢ = 2 die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz. Wir kénnen nun den noch fehlenden Beweis der Dreiecksungleichung in LP(u) nach-
tragen.

Satz 6.8 (Minkowski-Ungleichung) Fiir f,g € LP(u) mit 1 < p < oo gilt
1f +glle < 1 fllze + llgll 2o
BEWEIS: Indem wir im letzten Schritt die Holdersche Ungleichung anwenden, folgt
15+ ol = [ 1F+9Pdu

J1s115 a0~ dwt [1g115+ gP "

-1 -1
I zellf + 9l + gl ollf + 9l

IN

IN

Kiirzen liefert die Behauptung. O

Das folgende Lemma stellt den wesentlichen Schritt im Beweis der Vollsténdigkeit von LP(u)
dar.

Lemma 6.2 Sei 1 <p < oo und fr = S %

i1 ug mit ug € LP(p). Falls 3222 ||ujll 1, < o0, so
gelten folgende Aussagen:

(1) Es gibt eine p-Nullmenge N, so dass f(x) = limg_.oo fr(z) fiir alle x € X\N existiert.
(2) Mit f:=0 auf N gilt f € LP(u).
@) If = fellp — 0.

BEWEIS: Wir betrachten die Funktionen
k 0o
ge = luj| und g=>"|uj|.
j=1 7=1
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Es gilt g1 < g2 < ... und gi(z) — g(x) € [0,00] mit k — oo fiir alle x € X. Aus dem Satz
itber monotone Konvergenz, Satz 5.5, und der Minkowski-Ungleichung folgt

[e%S)
lgllps = Yim flgxllp» < > Mgl < oo
—00 =

Wegen Folgerung 5.3 ist N := {g = oo} eine p-Nullmenge. Fiir 2 € X\ N ist die reelle Reihe

Z;il uj(z) absolut konvergent, also ist (fx(z)) ey €ine Cauchyfolge in R. Damit existiert

der Grenzwert f(z) = limg_ oo fr(2), und es gilt weiter
[filP < g7 € L' (n)  sowie |f — fylP < 2P7H(| P + [ f[P) < 2P gP.

Der Satz iiber majorisierte Konvergenz, Satz 6.3, liefert f € LP(u) und || f — filp — 0. O

Satz 6.9 (Riesz-Fischer) (LP(u),|| - ||z») ist vollstindig, also ein Banachraum.

BEWEIS: Sei fi € LP(u) eine gegebene Cauchyfolge beziiglich der Norm || - || ,. Es reicht aus,
eine Teilfolge anzugeben, die in LP(u) konvergiert. Wir betrachten zuerst den Fall 1 < p < oo,
und konnen nach evtl. Wahl einer Teilfolge annehmen:

| fet1 — frllze < 27F fiir alle k € N.
Mit fo:=0 gilt fr = Z?:l u; fiir u; = f; — fj—1. Die Voraussetzungen von Lemma 6.2 sind

erfiillt, also konvergiert fr in LP(u) sowie punktweise p-fast-iiberall gegen eine Funktion
f € LP(u). Dies beweist den Satz fiir 1 < p < oo.

Sei nun p = oo. Wegen ||| fillzee — || fillzee] < || fs — filloee existiert limy_.o || fi|l 0. Die
folgenden Mengen haben p-Mafi Null:

Ni = {lfel > lfull}  sowie  Nigy=A{[fx = fil > & = fill L}
Also ist N = [JgZ; Nk UUg =1 Nk ebenfalls eine Nullmenge. Fiir z € X\N gilt nun
[fe(@) = fi(@)] < | fi = fill e <& fiir k,1 > k(e),
insbesondere ist f(x) = limyg—.co fr(x) definiert. Weiter haben wir fiir x € X\N
£(@)] = lim [fy(a)| < Jim [ fyl . und
ue) = F(@)] = Jim [ fula) — @) < = fir k> k).

Dies bedeutet || f|lpe < limg_ oo || f&ll ;00 < 00 und || fx — fllzee — 0 mit & — oo. O

Ein Teilergebnis des Beweises, das oft benutzt wird, ist die

Folgerung 6.2 Konvergiert f gegen f in LP(u), so konvergiert eine Teilfolge fy,, punktweise
w-fast-iberall gegen f.

Auf die Wahl der Teilfolge in Folgerung 6.2 kann fiir p < oo im allgemeinen nicht verzichtet
werden. Betrachte dazu folgendes
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Beispiel 6.3 Jedes n € N besitzt eine eindeutige Darstellung n = 2¥ 4+ j mit k& € Ny,
0 < j < 2F. Definiere damit eine Folge von Funktionen f, : [0,1] — R durch

falz) =

1 fallsj2 <z <(j+1)27*
0 sonst.

Es folgt fol fo(x)dz = 27% < 2/n — 0 mit n — co. Andererseits gilt limsup,,_, ., fn(z) = 1

fiir alle z € [0,1), denn zu 2 € [0,1), k¥ € N kénnen wir j € {0,1,...,2¥ — 1} wihlen mit

j27F <@ < (j+1)27%, also fu(x) = 1 fiir n = 2¥ + j. Also konvergiert die Folge nicht

punktweise £'-fast-iiberall gegen Null.

Wir betrachten nun speziell das n-dimensionale Lebesguemafl. Im Gegensatz zu einem all-
gemeinen Maflraum haben wir auf R" eine Metrik zur Verfiigung. Eine naheliegende Frage
ist dann, ob LP-Funktionen durch stetige Funktionen approximiert werden kénnen. Ziel ist
eine Version fiir LP-Funktionen auf einer offenen Teilmenge 2 C R", siche Definition 6.2. Wie
allgemein tiblich schreiben wir kurz LP(2) statt LP(§2, L™).

Definition 6.3 Der Triger einer Funktion f:Q — R ist die Menge

spt f ={z € Q: f(z) #0}.

Der Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger in 0 wird mit C2(Q) bezeichnet.

Fir K C Q kompakt sei dist(-, K) : R" — [0, 00), dist(z, K) = inf,cx | — z| die Abstands-
funktion von K. Wir brauchen die folgenden zwei Tatsachen:

(6.2) dist(+, K) ist Lipschitzstetig mit Konstante Eins.
(6.3) dist(R™\Q, K) = inf dist(z, K) > 0.
z€R™\Q

Satz 6.10 (Dichtheit von C%(Q) in LP(Q)) Sei Q C R" offen und 1 < p < co. Dann gibt
es zu jedem f € LP(Q) eine Folge fi, € CX(Q) mit || f — fill o) — 0.

BEWwWEIS: Wir zeigen die Aussage zuerst fiir f = yg, wobel E C €2 eine L"-messbare Menge
ist mit L™"(F) < oco. Nach Satz 4.3 existiert K C E kompakt mit L"(E\K) < €/2. Setze

fo: Q= [0,1), fole) = (1— dt(gK)Y

Nach (6.2), (6.3) ist f, € C°(R") und sptf, = {x : dist(z, K) < ¢} kompakte Teilmenge von
2 fiir o > 0 hinreichend klein. Da f, = f auf K, folgt
[1fa=sracr < 2t [ (e isp)act
Q O\K
< L"({0 < dist(+, K) < o}) + LM(E\K)

< ¢ fir p > 0 hinreichend klein.

Sei nun f € LP(2) beliebig. Wir kénnen f > 0 annehmen, sonst betrachte f* und f~. Nach
Satz 5.3 gibt es eine Folge f1 < fo < ... von nichtnegativen £"-Treppenfunktionen auf R”
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mit limg o fr(x) = fo(z) fir alle z € R™; dabei bezeichnet fy die Fortsetzung von f mit
f = 0 auf R"\Q. Es folgt fr — fo in LP(Q) mit dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.
Da jede Treppenfunktion endliche Linearkombination von charakteristischen Funktionen ist,
folgt die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung 6.2 Es bezeichne BCY()) den Raum der beschriinkten, stetigen Funktionen
f: Q — R auf der offenen Menge 2 C R™. Fiir f € BC%(Q) gilt

[flle :=sup [f()] = [ Fll Lo (),
€N

denn fiir s < ||f|lq ist {|f| > s} nichtleer und offen, also ist u({|f| > s}) > 0 und folglich
I fllL= > |Ifllo; die umgekehrte Ungleichung ist trivial. Die Projektion von BC?(Q) nach
L>(Q), die f seine fast-iiberall-Aquivalenzklasse zuordnet, ist damit isometrisch und injek-
tiv. Nun ist BC°(2) mit der Supremumsnorm ein Banachraum, vgl. Analysis II, Kapitel
10, Satz 1.2. Konvergiert f,, € BC%(Q) beziiglich der L>°-Norm gegen f € L*>(Q), so ist
fn eine Cauchyfolge beziiglich der Supremumsnorm und konvergiert gleichméflig gegen eine
Reprisentantin f € BC?(€) von f. Also ist BC?(Q) ein abgeschlossener, echter Unterraum
von L*°(€), und insbesondere nicht dicht in L>(2).

Die Entstehung des Konzepts des Lebesgueintegrals ist eng verkniipft mit dem Problem der
Darstellbarkeit einer periodischen Funktion durch ihre Fourierreihe. Sei L?(I;C) der Raum
der L'-messbaren Funktionen f : I = (—m,m) — C, also v = Ref und v = Im f sind

L'-messbar, mit
™ 1/2
1= ([ @ dn) - <o

Dabei schreiben wir im folgenden [*_ f(x) dx statt [, f(x) dC*(x). Nach Satz 6.9 ist L*(I; C)
beziiglich der L2-Norm vollstéindig, also ein Hilbertraum mit dem hermiteschen Skalarprodukt

o = [ F@)g(@) da.

Die Funktionen wg(z) = \/% e’ I € 7, bilden ein Orthonormalsystem und spannen den

Raum P der trigonometrischen Polynome auf. Das n-te Fourierpolynom von f ist definiert
als die Orthogonalprojektion von f auf den Raum P,, der trigonometrischen Polynome vom
Grad hochstens n, also

n

o= Z (f, wr) 2wy, = Z f(k)ek=.

k=—n k=—n

Dabei bezeichnet f(k) die Fourierkoeffizienten von f:

. 1 [ , 1
k)= — R — :
F) = 5 [ F@e ™ de = —— (f.undys
Die Folge f,, heifit Fourierreihe von f. Wegen f — f,, L2 P, gilt fiir alle p € P,, die Gleichung
(6.4) I1f = pl72 = I(f = fa) + (fa = D)IT2 = If = fallZe + [ fa = plZ2-
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Insbesondere folgt mit p = 0 die Besselsche Ungleichung

(6.5) 2n Y 1fR)P =2 lim Y [f(R)P = lim |IfalFe < [I£]Z2 < co.

k=—00 k=—n

Fiir f € L*(I;C) und m > n folgt

| fm — fall72 =27 Z |f(K)> <e fiir n> N,
k=n+1

das heiit f, ist eine L?-Cauchyfolge und konvergiert nach Satz 6.9, dem Satz von Riesz-
Fischer, gegen eine gewisse L2-Funktion. Die entscheidende Frage lautet: ist dieser Grenzwert
die Funktion f? Wegen (6.4) haben wir die folgende Bestapproximations-Figenschaft der
Fourierreihe:

(6.6) If = fallez = min [|f — pl[ 2.
pEP,
Die L2-Konvergenz der Fourierreihe gegen f folgt somit aus nachstehendem Resultat:

Satz 6.11 Der Raum P der trigonometrischen Polynome ist dicht in L*(I;C).

BewEis: Nach Satz 6.10 ist CO(I;C) dicht in L?(I;C). Weiter kann jede C?-Funktion
beziiglich der L2-Norm (sogar gleichmiBig) durch stiickweise konstante Funktionen approxi-
miert werden. Wir zeigen nun, dass die Fourierreihe f,, einer beliebigen stiickweise konstanten
Funktion f punktweise — bis auf eventuell in den Sprungstellen — gegen f konvergiert. Dann
konvergiert f, auch beziiglich der L?-Norm gegen f, denn die Cauchyfolge f,, ist in L?(I;C)
konvergent und nach Folgerung 6.2 kann der Grenzwert nur die Funktion f sein. Damit ist
die Behauptung des Lemma dann bewiesen.

Die Funktion f sei mit Periode 27 auf R fortgesetzt. Nach Definition von f, gilt fiir zg €

= > @ =L [ ) 3 et = [ g 3 e

k=—n k=—n k=—n

Dabei wurde = = z + £ substituiert und die Periodizitit ausgenutzt. Nun ist (fo), = fo fur
die konstante Funktion fy(z) =1, da fy € P,. Es folgt

Z e —ikE _ —e —in& Z €Zk§ - e_”lf el i(2n+1)¢ _ 1 _ ei(n+1)£ N e*’mﬁ
e —1 o€ — 1

Danit erhalten wir die Darstellung

falwo) ~ fleo) = 5 [ (Flao+6)— Flao)) S e de
- k=—n
o f xo + 5 f(:EO) 6i(n+1)£ df . i T f(:EO + 5) - f(flf()) e—inf dé-
T oor et — 1 2 J_,. et — 1 ’
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Ist f stiickweise konstant und xo keine Sprungstelle von f, so verschwindet f(xo+ &) — f(xo)

A

nahe bei € = 0. Auf der rechten Seite stehen dann die Fourierkoeffizienten F'(—n — 1) — F(n)
der beschriinkten Funktion F (&) = (f(zo + &) — f(z0))/(e? — 1), und aus der Besselschen
Ungleichung (6.5) folgt lim,, o0 fn(z0) = f(x0). O

Es bezeichne nun ¢2(C) den Raum aller komplexen Folgen ¢ = (ci)rez mit

el =27 > Jex]* < oo
keZ

Der Raum ¢%(C) ist vollstindig und damit ein Hilbertraum. Dies folgt aus dem Satz von
Riesz-Fischer, angewandt auf des Zahlmafl auf Z; es kann natiirlich auch ad hoc gezeigt
werden. Das bewiesene Resultat kann damit folgendermaflen formuliert werden:

Satz 6.12 (Vollstindigkeit der trigonometrischen Polynome) Fiir f € L?(I;C) kon-
vergiert die Fourierreihe beziglich der L?>-Norm gegen f, und die Abbildung

F (LALC) || - p2) — (Bl ), F() = (F(k)ezs

ist eine (bijektive) Isometrie von Hilbertrdumen.

BewEIs: Die Konvergenz f,, — f in L?(I;C) gilt nach Satz 6.11 und (6.6); insbesondere folgt
hieraus die Injektivitdt der Abbildung F. Die Surjektivitét ergibt sich aus Satz 6.9, denn fiir
c € £2(C) ist die Folge f,, = >.p__, cre”™*? eine Cauchyfolge in L2(I;C). SchlieBlich erhalten
wir aus (6.4) mit p = 0 und der gezeigten L2-Konvergenz f, — f, vgl. (6.5),

20 Y WP = Jim 1falFe = Hm (1F132 = 1 = fallls) = 1713

k=—o00

O

Das Resultat ist ein Spezialfall des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Operatoren. Dieser
verallgemeinert die aus der Linearen Algebra bekannte Diagonalisierbarkeit symmetrischer
Matrizen, und wird in verschiedenen Varianten in der Funktionalanalysis bewiesen. Der Ope-
2
rator ist hier —j?, wir kénnen ihn als Endomorphismus des Raums Cp,. (1) dejenigen Funk-
tionen auffassen, deren 27-periodische Fortsetzung glatt ist:
. (100 o d>f

H: Cper(l) - Cper(I)7 Hf = T dz2”
Mit partieller Integration zeigt man (Hf,g)r2 = (f,Hg);2 fur alle f,g € C5o.(I), sowie
(Hf, f)12 > 0. Die wy, sind Eigenfunktionen von H zu den Eigenwerten \; = k=:

Huwy, = K*wy,  fiir k € Z.

Die wy, bilden eine Basis von P, aber nicht von Cp¢,(I). Der Satz besagt, dass der von den
Eigenfunktionen von H aufgespannte Raum P aber dicht in L?(I;C) ist.

Satz 6.13 (Egorov) Sei p ein Maf auf A C 2% mit u(X) < oo. Konvergiert die Folge
fr messbarer Funktionen punktweise u-fast-iiberall gegen f, so gibt es zu § > 0 eine Menge
A e A mit n(X\A) <0, so dass fr|a gleichmdiflig gegen f|a konvergiert.
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BeWwEIS: Fiir jedes ¢ > 0 bilden die Mengen C5 = ;2 {|f — fx| > €} € A eine absteigende
Folge. Ist f(z) = limg_.c0 fi(x), so gilt x ¢ Cf fiir j grof, also folgt nach Satz 2.4(ii)

lim p(C5) = p ﬂ c: ] =0.
j=1

Jj—00

Hier wurde die Bedingung 1(X) < oo benutzt. Wéhle nun eine Folge ¢, \, 0, und bestimme
zu jedem v € N ein j, € N mit p(C57) <2774, also

L (G C’;:) < 0.

v=1

Mit A := X\ (U;2, C’j:) € A folgt sup,c 4 |fu(x) — f(z)| < e, fur k > j,. O

Satz 6.14 (Konvergenzsatz von Vitali) Sei u ein Maf auf A C 2% und 1 < p < co. Die
Folge f, € LP(u) konvergiere punktweise pi-fast-iiberall gegen f. Dann sind folgende Aussagen
(a) und (b) dquivalent:

(a) fe LP(p) und || fo = fllr — 0.
(b) Mit A(A) = limsup,, o [4 | fnl? du gilt:

(1) Zue >0 gibt es ein 6 >0 mit A\(A) < e fir alle A € A mit u(A) < 9.
(2) Zue >0 gibt es ein E € A mit u(E) < oo und A(X\F) < ¢.

FEine Folge mit (1) und (2) heifit gleichgradig integrierbar.
BEWEIs: Es gelte f,, — f in LP(u). Die Minkowski-Ungleichung ergibt dann fiir jedes A € A
H|anLP(A) - ||f”LP(A)‘ < fo = fllecay < Nfa = fllze — 0,

also folgt limy, oo || fllLr(a) = || fllLr(4) und somit

A(4) = /A P d.

Eigenschaft (1) gilt nach Bemerkung 6.1. Mit E5 = {|f|P > §} € A gilt

MESEE / P du < oo

Fiir 6 \, 0 konvergiert x x\g,|f|’ punktweise gegen Null mit Majorante |f|?, also folgt fiir
0 > 0 hinreichend klein

A(X\E5) = / P du<e.

X\ Es

Seien jetzt umgekehrt (1) und (2) vorausgesetzt. Zu ¢ > 0 sei £ € A wie in (2) und § > 0
wie in (1) gewéhlt. Da u(E) < oo, gibt es nach dem Satz von Egorov ein A € A mit A C E
und p(E\A) < 6, so dass f,, — f gleichmifig auf A. Nun gilt

[fo = fIP < xalf = fulP + 227 (e + Xma) (P + [ falP).
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Ferner folgt aus dem Lemma von Fatou, Satz 6.2, fiir alle B € A

[ 157 dn < timint [ 1P dn < A(B).
B nmee JB
Also erhalten wir mit n — oo wegen (2) und (1)

limsup || fn — fllr < 22(MX\E) + A(E\A)) < 2°F e,

n—oo

O

Bedingung (1) schliefit eine Konzentration des Integrals wie in Beispiel 6.1 aus, und Bedingung
(2) verhindert zum Beispiel eine Konzentration bei Unendlich wie im Beispiel

IniR—=R, fr = X[n,n+1]

60



7 Der Satz von Fubini

Mit dem Cavalierischen Prinzip kann das Volumen von Kérpern durch Zerlegung in parallele
Schnitte berechnet werden. Allgemeiner kdnnen mit dem Satz von Fubini mehrdimensionale
Integrale bzw. allgemeiner Integrale in Produktrdumen auf Integrationen in den Faktoren
zuriickgefiihrt werden. Gleichzeitig liefert der Satz eine optimale Aussage zur Vertauschbarkeit
der Reihenfolge der Integrationen bei iterierten Integralen.

Die Idee der Volumenberechnung durch Zerlegung in parallele Schnitte wurde schon von
Archimedes benutzt und ist in folgender Fassung als Cavalierisches Prinzip bekannt: gilt fiir
die Schnitte in jeder Héhe y von zwei Kérpern K, L C R? das Verhiltnis £2(K,) = 0 L2(L,),
so folgt auch £3(K) = 6 £3(L). Mit diesem Argument lisst sich das Volumen einer Kugel
folgendermaflen berechnen.

Beispiel 7.1 Betrachte in R?* = R? x R die folgenden Mengen und die MaBe ihrer zweidi-
mensionalen Schnitte in Hohe y € (0,1); dabei sei 7 = £L2({z € R? : |z| < 1}).

Zylinder: Z=A(x,y):|z|<1,0<y <1} L£3(Z,) =,
Kegel: K={(z,y):|z] <y, 0<y <1} L2(EKy) =Ty,
Halbkugel: H = {(z,y):|z| </1—y2%, 0<y<1} L%H,) =7(1-1vy%).

Durch Vergleich mit einem Quader gleicher Hohe und gleichen Querschnitts folgt aus dem
Cavalierischen Prinzip £3(Z) = 7. Betrachte weiter die Pyramide

P={y(z,1):z€(-1,1)%,0<y <1}

Sechs kongruente Exemplare setzen sich zu einem Wiirfel der Kantenléinge zwei zusammen,
also gilt 6 £3(P) = 8. Wegen L?(P,) = 4y? folgt aus dem Cavalierischen Prinzip £3(K) =
7 L3(P) = Z. SchlieBlich erhalten wir, wieder mit Cavalieri,

L3Z) = LK) + L3(H) = L3(H) = %”
Insbesondere folgt £3(K) : L3(H) : £L3(Z) =1:2: 3.

Wir wollen nun allgemein Produktmnafle einfithren, wobei wir uns an der Konstruktion des
Lebesguemafles aus Kapitel 4 orientieren kénnen. Wir arbeiten hier mit duleren Maflen, fiir
beliebige Mafle verweisen wir auf das Buch von Elstrodt.

Definition 7.1 (Produktmenge) Seien «; duflere Mafle auf X; fir i = 1,...,n. Fine
Menge P C X1 x ... x X, heifit Produktmenge, wenn es «;-messbare Mengen A; C X; gibt
mit P= A1 X ... x A,.

Die Darstellung P = A; x ... x A, ist eindeutig, auBer wenn P = (). In der nachfolgenden
Definition des Produktonhalts A ist die Vereinbarung 0 - co = 0 relevant.

Lemma 7.1 Seien oy duflere Mafe auf X; firt=1,...,n. Dann gilt:
(1) Das System P der Produktmengen ist ein Halbring.
(2) Die Funktion X : P — [0,00], A(A1 x ... x Ay) =i, ai(Ai), ist ein Primaf auf P.
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BEWEIS: Aussage (1) wurde in Folgerung 1.1 bewiesen. Ist P = A x ... x A, = 0, so
ist A; = 0 fiir mindestens ein ¢ und folglich A\(P) = 0. Die o-Additivitit zeigen wir durch
Induktion iiber n, dhnlich wie in Satz 1.2. Setze dazu N (A x ... x A,_1) = [12] ei(A;) fiir
a;-messbare Mengen A; C X;, ¢ = 1,...,n — 1. Betrachte nun eine n-fache Produktmenge
P=A; x...x A,. Fir y € X, ist der y-Schnitt von P gegeben durch

Al X ... X Ay falls y € A,

Py:{x€X1x...xXn—li(fE,y)GP}:{(/) sonst

Ist P = UOO P; paarweise disjunkte Vereinigung von Produktmengen P;, so erhalten wir
wegen P, = (32 yal 1( i)y aus der Induktionsannahme mit dem Satz iiber monotone Konvergenz,
Satz 5.5,

AP) = /X( ) dov (y /ZX y) do, (y Z/X y) do (y) = i)\(Pj)

Dies beweist Aussage (2). O

Definition 7.2 (Produktmafl) Seien «; aiiffere Mafe auf X; fir i = 1,...,n. Das Pro-
duktmafl ap X ... X o, einer Menge E C X1 X ... x X, ist wie folgt definiert:

o0 oo
(1 X ... X an)(F) = inf{z A(Pj) : P; Produktmenge, E C U P;}.
A i1
Damit ist aq X ... X ay, die Caratheodory-Fortsetzung des Produktinhalts \ aus Lemma 7.1.

Das Lebesguemafl auf R” = R™ x ... x R™ ist ein wichtiges Beispiel fiir ein Produktmaf.

Lemma 7.2 Es gilt L = L" X ... xX L™ firn=mn1+ ...+ ng.

BEWEIS: Jeder Quader P C R" ist das Produkt von Quadern P; C R™ mit Inhalt |P| =
LM(Py)-...-L™(Pyg). Die Ungleichung £ x...x L™ < L™ folgt damit aus den Definitionen
4.1 und 7.2. Umgekehrt ist zu zeigen, dass fiir jede Uberdeckung E C Ui Ain X ... X Ajg
einer Menge EE C R™ mit £"-messbaren Mengen A; ; C R" gilt:

ME) <D LM(Aig) - L% (Agg).

Indem wir aus E eine £"-Nullmenge entfernen, konnen wir £"(A4;1 x ... x A; ) > 0 fiir alle

@ € N annehmen. Zu 6 > 1 gibt es dann Quader P}/, C R™ mit A4;; C U°° P;, so dass gilt:

Z| V| < 0L (A;y) firallei e Nund j=1,....k.

Da Ajq x ... A; C Uul, =1 P XX PZ”’,;, folgt die Bahauptung aus der Abschitzung
o0 o0 o0 o o0
S INTEIRT IS ol D oiTl) By D ofe
i=1 vy,...,vp=1 i=1 \vi=1 vip=1

< 08 LM(Ain) . LM (Aig).

62



Satz 7.1 (Cavalierisches Prinzip) Seien o und  o-endliche dufiere Mafle auf X bzw. Y,
und D C X xY sei a x 3-messbar. Dann ist D, = {x € X : (z,y) € D} a-messbar fir
B-fast-alle y € Y, die Funktion y — (D) ist -messbar und es gilt

(a x B)(D) = /Y a(Dy) d(y) = /Y /X x(@,y) do(z) dB(y).

FEine entsprechende Aussage gilt, wenn erst das 3-Maf$ von D, = {y € Y : (z,y) € D}
gebildet und dann beziiglich o tiber X integriert wird.

Y Y
/ AN E| ] N
y 1
N e o W e
~—
S ]
- / b (I |
//
—— \ /
L AY L AY i
\ 4 \ 7 1
E, E, X x X

BEWEIS: Wir zeigen den Satz erst fiir (a x 3)(D) < oo. Nach Satz 3.2 gibt es eine Menge
E D> D mit E € 0(P) und (o x B)(E\D) = 0. Genauer besagt der dortige Zusatz: es kann
E = ., E¥ gewihlt werden, wobei E¥ = (J2, P! paarweise disjunkte Vereinigung von
Produktmengen P mit E* D E? O ... und (a x 3)(E') < co. Wir wollen zuniichst folgende
drei Aussagen beweisen:

(7.1) E,={x € X :(z,y) € E} ist a-messbar fiir alle y € Y,
(7.2) die Funktion fg : Y — [0,00], y — «a(Ey) ist S-messbar,
(7.3) Y(E) = [y fedB = (a x B)(E).

Sei £ das System aller o x S-messbaren Mengen mit (7.1), (7.2) und (7.3). Fiir eine Produkt-
menge A x B gilt (Ax B), = A, falls y € B, und (A x B), = () sonst. Daraus folgt Ax B € &,
und zwar genauer

faxp =a(A)xs  und y(A x B) = a(4)8(B) = (a x §)(A x B).

Als niéchstes betrachte eine disjunkte Vereinigung E = |J;2, E; mit E; € &£. Dann ist
E, = U2 (Es)y a-messbar, fp = > .2 fg, ist f-messbar, und aus dem Satz iiber mono-
tone Konvergenz folgt

A(E) = /YZfE ap = Z/Y frd = Y < FIE) = (a  3)),

SchlieBlich sei E! D E? O ... eine absteigende Folge mit F¥ € £ und (a x 8)(E') < oo.
Fir E = ()2, EY ist B, = (,2;(E")y a-messbar fiir alle y € Y, und wegen [y, fpdf3 =
(a x B)(EY) < oo gilt a((EY)y) = fm(y) < oo fiir f-fast-alle y € Y. Aus Satz 2.4 folgt

fe(y) = a(Ey) = VlLr{:O a((EY)y) = Ullngo fev(y) fir p-fast-alle y € Y.
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Insbesondere ist fr [B-messbar, und wegen frpv < fg1 liefert der Satz von Lebesgue
v(E) = / fedp = lim / fevdB = lim (a x B)(EY) = (a x B)(E).
Y V—00 Y V—00

Insgesamt sind nun (7.1), (7.2) und (7.3) fiir E wie oben gezeigt. Durch Anwendung auf eine
a x f-Nullmenge N statt D erhalten wir eine Menge C' O N mit C' € £ und (a x §)(C) =0,
also folgt

0= (axp)(C)= /Ya(Cy) dgly) = «o(Ny) < «a(Cy) =0 fir f-fast-alle y € Y.

Daraus folgt mit N = E\D fiir f-fast-alle y € Y: die Menge D, = E,\ N, ist a-messbar und
es gilt fp(y) = fe(y). Insbesondere ist fp [S-messbar und

/fDdﬂz/ frdf = (ax B)(E) = (a x B)(D).
Y Y

Ist D lediglich o x -messbar, so verwenden wir die Vorausetzung an « und 3. Nach Lemma
3.3 gilt D = ;2 ; Dy, fiir a x S-messbare Dy, mit (o x 5)(D,,) < oo und Dy C Dy C ... Also
ist Dy = |J;2 | (Dy)y messbar beziiglich o, es gilt fp, < fp, <...und

n=1

fp(y) = a(Dy) = lim a((Dy),) = lim fp,(y).

n—oo n—oo

Folglich ist fp messbar bzgl. 3 und der Satz {iber monotone Konvergenz impliziert

/ fpdB = lim / fp, dB = lim (a x B)(Dy) = (a x B)(D).
Y n—oo Y n—oo

Damit ist der Satz bewiesen. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass auf die Bedingung der o-Endlichkeit der Mafle im allgemeinen
nicht verzichtet werden kann.

Beispiel 7.2 Fiir D = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : x =y} C R x [0,1] gilt

/ card(D,)dL (z) =1 #0 = L£Y(Dy) dcard(y).
R [0,1]

Mit I, = [B=1 B gilt D =%, (Ur_; Ix % I1), also ist D messbar beziiglich £ x card. Aus

n ’'n

Satz 7.1 folgt (£! x card)(D) = oc.

Wir kommen nun zu Anwendungen des Cavalierischen Prinzips.

Beispiel 7.3 Wir berechnen das Lebesguema$ a,, = £™(B1(0)) der n-dimensionalen Kugel
B1(0) ={z € R" : |z] < 1}. Aus Lemma 7.2 und Satz 7.1 folgt mit der Substitution y = cos ¢

1 1 ™
an = / L' {z e Rzl < V1 =92 ) dy = any / (1—3,/2)717_1 dy = an—1 / sin™ 9 dd .
-1 -1 0
=:A,
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Durch partielle Integration ergibt sich die Rekursionsformel A4,, = %An,g fiir n > 2, wobei
Ap =7 und A; = 2. Es folgt

koo k .
%—1 1 2j — 1 2% 2 2
Agr = e =-Ag = d A =— .= A1 =2 .
Y 9 0 ”jHl 9; T R ]Hl2j+1
Also gilt Ao Aok = 213% bzw. AgpAgp_1 = %, und somit
ok
g, = (AgAgg—1)-...- (A2 A1)ag = E
ok

agpr1 = (Aggr1Aok) ... (A3 A2)ay =
(k+3)(k—3)-

D[

Beispiel 7.4 Fiir A C R" sei K(A4) = {y(z,1) e R* xR=R"" : 0 <y < 1, z € A}; dies
ist der Kegel mit Spitze 0 iiber der Basis A x {1} C R™*!. Wir behaupten: Ist A messbar
bzgl. L™, so ist K(A) messbar bzgl. £ und es gilt

1

LK (A) = —— £(A).

Dazu beachten wir zundchst K(R™) = R"™ x (0, 1) sowie

K( U Ai> =JK(A) wd KR®RMA) = (R x (0,1)) \K(A).
=1 =1

Also ist das System {A C R™ : K(A) ist Borelmenge} eine o-Algebra. Es ist leicht zu sehen,
dass fiir  C R” offen auch K () offen in R"*! ist. Also ist fiir jede Borelmenge B C R™ der
Kegel K (B) eine Borelmenge, insbesondere £"*!-messbar, und aus Satz 7.1 folgt

1 1
cHEB) = [ £ ea e BYdy = [ o0 (B)dy = — £(B),

Ist nun A C R" lediglich £"-messbar, so gibt es nach Satz 4.2 Borelmengen B;» C R”
mit By C A C By und L"(B2\B1) = 0. Es folgt K(B;) ¢ K(A) C K(B2) und
LYK (Bo)\K(By)) = LMK (B2\By)) = 0. Also ist K(A) £"-messbar und die For-
mel fiir das Volumen des Kegels gilt auch fiir A.

Der folgende Satz iiber Integrale auf Produktraumen besitzt zahlreiche Anwendungen.

Satz 7.2 (Fubini) Seien o und 8 o-endliche duflere Mafe auf X bzw. Y und f : X xY — R
sei a X 3-messbar. Ist das Integral [ fd(a x 3) definiert, so gilt:

f(,y) ist a-messbar und [y f(x,y) doa(x) ist definiert fir 3-fast-alle y € Y,
f(x,-) ist B-messbar und [y f(x,y)dB(y) ist definiert fir a-fast-alle x € X,

y— [y f(x,y) da(z) ist B-messbar und [, [y f(z,y) da(z) dB(y) ist definiert,
z— [ f(x,y)dB(y) ist a-messbar und [y [y f(x,y)dB(y) do(x) ist definiert,

und vor allem

| sitaxm = [ [ s = [ [ feoas) o).
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Zusatz: Fir a x B-messbares f ist die Voraussetzung erfillt, wenn f > 0 oder wenn

[ [ 11 wldateyasts) < oo bmw. [ [ 15l dstdate) < o0

BEWEIS: Sei ¢ € 77 (a x 3) eine Treppenfunktion mit Funktionswerten {si,...,s;}. Dann
gilt mit F; = {QD = Si}

k
= ZSiX(Ei)y und / (z,y) do(x ZS’
i=1 X

Fiir ¢ folgen alle Behauptungen damit aus Satz 7.1. Betrachte als néichstes eine ax 3-messbare
Funktion f : X xY — [0,00]. Nach Satz 5.3 gibt es eine Folge von Treppenfunktionen

0<¢; <po <...mit gx(z,y) / f(x,y) fir alle (z,y) € X x Y. Dann gilt vi(-,y) 7 f(-,y)
fiir alle y € Y, insbesondere ist f(-, ) messbar beziiglich a. Weiter liefert der Satz iiber
monotone Konvergenz [y ¢(z,y) da(z) / [y f(x,y)do(z) fir alle y € Y. Folglich ist die
Funktion y — [y f(z,y) da(x) messbar beziiglich 3, und es folgt wieder mit dem Satz iiber
monotone Konvergenz

[ [rewdewasw = g [ [ i asn

= lim vrd(a x )
k—oo Jxxy

- /Xxyfd(a % ).

Da sich bei vertauschter Reihenfolge der Integrationen bzgl. x und y ganz analog argumen-
tieren lasst, ist der Satz fiir f > 0 bewiesen. Sei schliellich nur das Integral von f definiert,
also zum Beispiel [ f~ d(a x 8) < co. Wie gezeigt gilt dann

//f (, y) do(x) dB(y //f (2, 9) dB(y) da(z) = /Xxyf‘d(aXﬁKoo

und es gibt eine 3-Nullmenge N C Y mit [ f~(z,y) da(x) < oo fiir alle y € Y\N. Durch
Abinderung zu f = 0 auf X x N kénnen wir N = () annehmen; beachte, dass hierdurch
die Voraussetzungen und Behauptungen des Satzes nicht beriihrt werden. Folglich ist das
Integral [y f(x,y)do(x) fiir alle y € Y definiert, die Funktion

y»—>/facydoz /f+:L‘yda /f (z,y) da(x)

ist messbar beziiglich £, und es gilt

/Y</X f(z,y) da(x)>dﬁ(y) < /Y/Xf(x,y) do(z) dB(y) < oo

Somit ist auch das Integral der Funktion y — [y f(x,y)do(z) definiert, und aus der Linea-
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ritdt des Integrals, Satz 5.6, folgt

/Y/Xf(x,y)da(x)dﬂ(y) = //(f*(x,y)—f(wjy))da@)dﬁ(y)
://f+xyda ) dB(y //fa:yda ) dB(y)
— /Xxnyrd(axﬁ)—/Xxyf‘d(axﬁ)
= /Xxyfd(axﬁ).

Damit ist der Satz von Fubini bewiesen. Der Zusatz ist trivial fiir f > 0. Andernfalls gilt,
wenn zum Beispiel das erste Integral endlich ist,

| wid@x s = [ [ 15 yldote) o) <o

und f ist integrierbar beziiglich a x 8 nach dem Majorantenkriterium, Satz 5.7. O

Beispiel 7.5 Ein Beispiel, wo die iterierten Integrale existieren aber verschieden sind, ist

fE—y
// xQ dydx // x2+y 5 dvdy =

Beachte dabei, dass der Integrand gegeben ist durch f(x,y) = a%f% arctan% fir y # 0.

In diesem Fall folgt aus dem Satz von Fubini, dass das Integral beziiglich des Produktmafes
nicht existiert. Es kommt aber auch vor, dass die iterierten Integrale gleich sind, und dennoch
das Integral beziiglich des Produktmafles nicht definiert ist:

1 1 zy 1 1 zy
Y drdy = — Y dydz =0,
/1 /1 @1 g2 W /1/1 @ +y22 U

aber das £2-Integral iiber [—1,1]? existiert nicht wegen

1 1 1
zy 2 ry 1 1 y
/[0,1]2 (z2 +y?)? (@9) /0/0 (@ +y2)2 2/0 <y 1+y2> y=

Beispiel 7.6 Sei u ein o-endliches dufieres Mafl auf X und f: X — [0, 00] sei p-messbar. Ist
die Funktion ¢ : [0,00] — [0, o0] stetig mit ¢(0) = 0, sowie auf (0, 00) stetig differenzierbar
mit ¢'(t) > 0, so gilt

[ otr@)auta) = [ Ol e X @) > 1) i
Betrachte dazu den Subgraph E = {(x,t) € X x[0,00) : t < f(z)}. Die Funktionen (z,t) — t,
(z,t) — f(z) und (z,t) — ¢'(t) sind p x L'-messbar. Folglich ist auch E messbar beziiglich
p x L' sowie die Funktion (z,t) — ¢'(t)xg(z,t). Aus dem Hauptsatz der Differential- und
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Integralrechnung und dem Satz von Fubini folgt

| etr@an@ = [ / £) X (. ) dt dpu()
S RCLORr-SIE

:// t) xe (z,t) du(z) dt

—/0 () ulle € X : f(z) > t)) dt

Fiir o(t) =t mit p > 0 und f : X — R p-messbar folgt zum Beispiel

oo
[P = [Tttt @) > e
X 0
Eine wichtige Anwendung des Satzes von Fubini ist die partielle Integration.

Satz 7.3 (Partielle Integration) Sind fir f,g € C1(R"™) die Funktionen (9;f)g, f(0;9)
und fg integrierbar, so folgt

| @ngde== [ 100 ds
BEWEIS: Es reicht aus, die folgende Behauptung zu beweisen:
(7.4) / d;fdr =0 fiir alle f € C'(R™) mit f,0;f € L'(R").

Denn aus der Voraussetzung und der Holderschen Ungleichung folgt fg € L'(R") sowie
0j(fg) = (0;f)g + f(8;9) € L*(R™), also ergibt sich mit (7.4)

0= [ ofda= [ @pgde+ [ o)

und die Folgerung ist bewiesen. Wir zeigen (7.4) zunéchst unter der Annahme, dass es ein
R > 0 gibt mit f(z) = 0 fiir |z;| > R. Der Satz von Fubini ergibt fiir z = (2/,z,) € R"" ! xR

0;f(x) dw—// 8jf(:1c',wn)dx’da:n—/ /8jf(x’,xn)dxndx’.
Rn R JRn—1 Rn—1 JR

Fiir j = n ist das rechte Integral Null nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung, und fiir 1 < j < n — 1 verschwindet das mittlere Integral nach Induktion. Ist f beliebig
wie in (7.4), so wahle ¢ € C*°(R) mit 0 < ¢ < 1 sowie

1 firt<1,
sO(t)Z{ )

0 firt> 2,

und definiere ng(x) = ¢(F). Dann ist (nrf)(z) = 0 fiir [z;] > 2R, und es folgt
[ n@ss)da == [ @mi)s i,
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Es ist np(z) = 1 fur |z;| < R, insbesondere ng — 1 und 0jnr — 0 punktweise auf R™ mit
R — o0. Auflerdem haben wir mit C' = max |¢'| die Abschétzungen

n C n
R0 /) < 10;f1 € L'R™)  und  [(9r)f)] < 1l L'(R™).
Behauptung (7.4) folgt mit R — co aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue. O

Folgerung 7.1 (Partielle Integration) Sei Fiir f € C1(Q) und g € C1(Q) gilt

/(ij)gd:v:—/ f(0j9)dx  firj=1,...,n.
Rn Rn

Ist X € CY(Q,R") so gilt auferdem

/<gradf,X> dr = —/ f(div X) dz.
Q Q

BEWEIS: Nach Voraussetzung ist fg € C1(Q), also Jo 9i(fg) dz = 0. Die zweite Fassung folgt
durch Ausschreiben in Koordinaten aus der ersten. O

Die Verallgemeinerung des Satzes von Fubini auf kartesische Produkte mit endlich vielen
(statt nur zwei) Faktoren soll hier nicht ausgefiithrt werden. Man zeigt analog zu Lemma 7.2,
dass in einem endlichen Produkt von Maflen beliebig Klammern gesetzt oder weggelassen
werden koénnen. Der Satz von Fubini wird durch Induktion iiber die Anzahl der Faktoren
verallgemeinert, wobei die Reihenfolge der Integrationen beziiglich der einzelnen Variablen
beliebig gewéihlt werden kann.
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8 Der Transformationssatz

Neben dem Satz von Fubini ist die Transformation auf geeignete Koordinaten das zweite
wichtige Hilfsmittel zur Berechnung von MaBen beziehungsweise Integralen im R™. Nach einigen
Beispielen behandeln wir in einem Exkurs die Umrechnung der Differentialoperatoren Gradient,

Divergenz und Laplace auf beliebige krummlinige Koordinaten. Diese Formeln kommen bei
diversen Problemen in Geometrie und Physik zur Anwendung.

Zu Anfang des Kapitels erinnern wir an folgenden Begrift:

Definition 8.1 (Diffeomorphismus) Fine Abbildung ¢ : U — V zwischen offenen Mengen
U,V C R" heifit C'-Diffeomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist und ¢, ¢~ " stetig differenzierbar
sind.

Beispiel 8.1 (Polarkoordinaten im R?) Betrachte die glatte Abbildung

¢ :(0,00) x (0,27) = U — V =R:\{(z,0) : > 0}, ¢(r,p) = (r cosp, r sinp).

X r
Die Umkehrabbildung von ¢ lautet mit r = /22 + 32
6 (2, y) = (r, arccos %) falls y > 0,

(r, 2m — arccos ¥)  falls y < 0.

Yy
r

Fiir z < 0 gilt alternativ ¢~!(z,y) = (r, 5 +arccos ¥), insbesondere ist ¢! glatt auf ganz V'

und somit ¢ diffeomorph.

Unser Beweis des Transformationssatzes stiitzt sich auf folgende infinitesimale Fassung. Dabei
verwenden wir fir x € R™ und ¢ > 0 die Bezeichnung

= R": |ly —z| < it =
Qz,0) ={y €R":[ly—z| <o} mit [|z]] = max |a|,

das heiit Q(z, o) ist der achsenparallele Wiirfel mit Mittelpunkt  und Kantenlidnge 2p.
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Lemma 8.1 Sei U C R™ offen, z9 € U und ¢ : U — R™ mit D¢(x) € Gl,(R). Gegeben sei
eine Folge Q; = Q(z;4,05) C U mit o; — 0 und xo € Q; fir alle j. Dann gilt

L"(6(Q))

lim sup ———— < |det Do (xp)].

j—o0 ‘cn(QJ)

BEWEIS: Wir kénnen nach geeigneten Translationen xg = 0 und ¢(0) = 0 annehmen, aufler-
dem sei zunéchst D¢(0) = Id. Nach Definition der Differenzierbarkeit gilt dann

0 — 1y 1@ = (6(0) + DE(O)) | _ (. ||é(x) — ]
250 ]| =0z

Hier kénnen wir die Maximumsnorm verwenden wegen ||z| < |z| < y/n|jz||. Sei nun & > 0.
Fir z € Q; gilt ||z|| < ||z — x| + ||z; — 0]] < 2¢;, also folgt fiir j hinreichend grof

lop(z) —z|| <ellz|| <2ep; fiir alle x € Q.

Dies impliziert die Abschitzung

[o(2) = o))l < llo(2) — || + |l =zl + llzj — dzy)[| < (1 + 4e)ej,

und damit weiter
L™ (¢(Qy))
L£7(Q5)
Mit j — oo und € N\ 0 ergibt sich die Behauptung des Lemmas im Fall D¢(0) = Id. Allgemein
sei S = D¢(0) und ¢g = S~! 0 ¢, also D¢(0) = Id. Aus Satz 4.7 folgt

< (1+4e)".

o LM(6(Q))) o (S (00(Q)))

limsup ———= = limsup

oo LM@) oo LM(Qy)
LGN,

= |det S| limsup
et ST Q)

| det S| = | det Dg(0)|.

IN

O

Es ist praktisch, in der Transformationsformel statt dL™ die klassischen Bezeichungen dx
bzw. dy zu verwenden, um zwischen Bild und Urbild zu unterscheiden.

Satz 8.1 (Transformationsformel) Seien U,V C R"™ offen und ¢ : U — V ein C-
Diffeomorphismus. Ist A C U L™-messbar, so ist auch ¢(A) L™-messbar und es gilt

(8.1) L"(p(A)) :/A|det Do(x)| dx.
Weiter gilt fiir jede L™-messbare Funktion f :V — R

(3.2) /V f(y) dy = /U £(6(x))) | det Do) dz,

falls eines der Integrale definiert ist.
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BEwEIS: Wir betrachten auf der o-Algebra A der £™-messbaren Mengen A C U die Mafle
A= L"|det Dg| sowie p=1p(L"), wobeip=¢ 1V = U.
Nach Definition des Bildmafles ist

u(A) = L7 (v7H(A)) = L7(o(A)).

Fiir jede £"-messbare Menge A C U ist ¥ '(A) ebenfalls £"-messbar nach Satz 4.5, und
damit A p-messbar nach Satz 2.1. Die Einschrankung des dufleren Mafles p auf A ist somit
ein Maf. Die Mafleigenschaft von A gilt nach Definition des Mafles mit Dichte in Satz 6.1.
Weiter wurde in den Sédtzen 6.1 und 4.5 bewiesen:

(8.3) N CUmit £Y(N)=0 = AN)=pu(N)=0.

Wir zeigen nun A > p. Indem wir U durch offene, relativ kompakte Mengen ausschopfen,
kénnen wir dabei A(U) < oo und pu(U) < oo voraussetzen. Nach Satz 4.2 ist jede L"-
messbare Menge von der Form A = E\N, wobei L"(N) = 0 und E = (;2, U; mit offenen
Ui DUy D .... Wegen Satz 2.4(ii) (hier brauchen wir A\(U), u(U) < o0) reicht es daher aus,
die Ungleichung auf allen offenen Mengen nachzuweisen. Aber nach Lemma 1.2 ist jede of-
fene Menge als abzéhlbare Vereinigung von kompakten, achsenparallelen Wiirfeln in U mit
paarweise disjunktem Inneren darstellbar. Damit bleibt zu zeigen:

(8.4) AMQo) = u(Qo) fiir alle Qo = Q(po, o) C U.

Angenommen es ist A(Qp) < u(Qo) fir ein Qo = Q(po, 0o). Wihle dann ein 6 € [0,1) mit
AMQo) < 0u(Qo), und zerlege Qo durch Halbierung der Kanten in 2" kompakte Teilwiirfel
Qo,1,---,Qo2n. Wire A(Qo ;) > 0u(Qo,) fiir alle 4, so folgt durch Summation

on o
Qo) =D MQos) = 0> 1(Qo.s) = 0u(Qo),

i=1 i=1

ein Widerspruch. Hierbei wurde benutzt, dass die Rénder der Qp; nach (8.3) jeweils Null-
mengen sind. Unter den Qo ; gibt es also einen Wiirfel 1 mit A(Q1) < 6u(Q1). Bestimme so
induktiv eine Schachtelung Qg D Q1 D ... mit

(8.5) AMQj) < 0u(Q;) fur alle j € N.

Fir zg = ﬂ;’il Q; € U gilt wegen der Stetigkeit der Funktion det D¢ mit j — oo

AMQj)
L£m(Q;)

— | det D(zp)]

— 0.

1
- 555 ‘/Qj (| det Dé(z)| — | det D(xo)]) dx

Zusammen mit Lemma 8.1 folgt aber nun

MQj) o MQy) L))
=lminf (735 - 26 5)

ein Widerspruch zu (8.5). Dies zeigt (8.4) und damit die Ungleichung A > p.

>1

lim inf
i~ p(Qj)  d—oo
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Fir f:V — Rgilt {fo¢ < s} = ¢ ({f < s}), also ist mit f auch f o ¢ messbar
beziiglich £, und umgekehrt. Es folgt weiter fiir £™-messbares f: V — [0, o0]

(.6) /U F(é(a)) | det Do(x)) di > /V £(y) dy.

Und zwar ergibt sich (8.6) erst fiir f = xp, indem wir A = ¢)(B) in der Ungleichung A(A4) >
wu(A) setzen, dann fiir nichtnegative L£"-Treppenfunktionen und schliefllich fiir beliebiges,
messbares f durch Approximation von unten nach Satz 5.3. Um schliefflich fiir f > 0 die
Gleichheit in (8.2) zu zeigen, wenden wir (8.6) auf ¢ : V' — U statt ¢ und auf g = fo¢|det Dg|
an. Dies liefert wegen 1 = det D(¢ 0 9)(y) = (det Do) (¢(y)) det Di(y)

/V F(y) dy = /V o) det Do) ay > [

U

g(z)dr = /Uf(qb(a:))det Do¢(x)| dx.

Damit ist (8.2) fiir f > 0 bewiesen, und (8.1) folgt durch Wahl von f = x4(4). Fiir beliebige
f zerlegen wir f = fT — f~. O

Beispiel 8.2 (Gauf-Integral) Fiir f:R? - R, f(z,y) = e~ (@) folgt mit Fubini

2
fac? = / e (/ e Y’ dy) dx = (/ e~ dx) .
R2 R R R

Fiir Polarkoordinaten ¢ : (0,00) x (0,27) — R?\{(z,0) : = > 0} gilt det D¢(r,0) = r. Da
{(x,0) : £ > 0} eine £2-Nullmenge ist, folgt aus dem Transformationssatz, und anschliefend
dem Satz von Fubini,

00 2
/ fac? :/ ey dc?(r,0) = / e "y (/ d9> dr = .
R2 (0,00)  (0,27) 0 0

Also gilt [ e dx = /7.

Beispiel 8.3 (Lineare Transformationsformel) Betrachte den Spezialfall von Satz 8.1,
dass der Diffeomorphismus ¢ : U — V Einschrinkung einer linearen Abbildung ist, das heifit
¢(z) = Sz mit S € GL,(R). Dann gilt D¢(x) = S fiir alle z € U, und die Formeln aus dem
Transformationssatz lauten, vgl. auch Satz 4.7,

L"(S(D)) = | det S| £"(D)  baw. /V Fy)dL™(y) = | det S| /U £(Sz)dLm(z).

Das néchste Ziel ist die Umrechnung von Differentialoperatoren in neue Koordinaten. Es ist
praktisch, dazu folgenden Begriff einzufithren. Fiir einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V
zwischen offenen Mengen U,V C R” definieren wir die Gramsche Matriz g € C*~1(U, R™*"),
9= (gij)7 durch

(8.7) g(z) = Dé(x)"Dé(x)  baw. gij(:r):<§i(x),(ii(:n)>.

Nach Definition ist g(x) symmetrisch und strikt positiv definit, denn fiir v € R™, v # 0 gilt

(g(@)v,v) = (Dg(2)T Do (w)v,v) = [Dg(a)v2 >0, da Dé(x) € Gly(R).
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Insbesondere ist g(z) invertierbar. Wir setzen
(3.8) i) = (9@)Y),, also S gg = du
j=1

Wegen det g = det (ngTqu) = |det D¢|? kénnen wir die Transformationsformel alternativ
wie folgt schreiben:

(3.9) /V f(y) dy = /U £ (8(x)) v/det g () da.

Beispiel 8.4 (Polarkoordinaten im R?) Betrachte fiir U = (0,00) x (0,7) x (0,27) und
V =R3\{(z,0,2) : 2 > 0} die Polarkoordinatenabbildung

¢:U—V, o(r,0,p) = (rsinfcos p, rsinfsin g, rcosb).

¢

Die Jacobimatrix von ¢ lautet

sinf cosyp 71 cosf cosp —r sinf sing
D¢(r,0,0) = | sinf sing 1 cosf sing r sinf cosp
cos 0 —r sin 6 0

Fiir die Gramsche Matrix ergibt sich

1 0 0
(9i(r, 0, 30))1<i,j<3 = (0 0
- 0 0 r%sin?6
¢ ist diffeomorph, und zwar kann die Umkehrabbildung explizit bestimmt werden. Das Lebes-
guemalB der Menge ¢(E) fiir E = [ry, ra] x [01, 02] X [¢1, p2] ist nach dem Transformationssatz
und Fubini

r2 2 rpo 3 _ 3
£3(¢)(E)) = / /0 / r2sin@ do df dr = -2 3 L (cos B — cos B2) (2 — ¢1).
T1 1

$p1
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Sei ¢ : U — V ein Diffeomorphismus und v : V' — R eine Funktion. Die Darstellung von
v = v(y) in den z-Koordinaten ist die Verkettung u = vo ¢ : U — R, u(z) = v(é(z)). Zum
Beispiel lautet die Polarkoordinatendarstellung einer Funktion v = v(z,y, 2)

u(r,0,¢) = v(rsin@sin g, rsin  cos p, r cos §).

In der Physik ist es iiblich, die neue Funktion mit demselben Buchstaben zu bezeichnen, da
sie nach wie vor dieselbe physikalische Gréfle reprasentiert. Zum Beispiel kann eine Tempe-
raturverteilung 7' entweder als Funktion T' = T'(z,y, z) der Euklidischen Koordinaten oder
als Funktion 7" = T'(r,0, ¢) der Polarkoordinaten aufgefasst werden. Fiir Mathematiker ist
das etwas verwirrend, und wir wollen die Unterscheidung ziwschen v und u = v o ¢ lieber
beibehalten. Fiir die Darstelalqlglng eines Vektorfelds Y : V. — R” in den z-Koordinaten muss

Y o ¢ in der Basis %, -y 5, entwickelt werden:
1 Tn

n n
0
Yo¢:ZXi£:ZXiD¢-ei:D¢~X.
=1 i=1
Das eindeutig bestimmte Vektorfeld X : U — R™ mit dieser Eigenschaft lautet

(8.10) X=3 g“<Y0¢,gj>6]’-
i—1 K3

INES

Denn mit der Formel (8.10) fiir X berechnen wir wegen Z;'l:1 97 gjr = 0,

(0-x.22) = $5o{rea 2y (2. 00)
= izn;<YO¢, §i>jzn;gijgjk

9¢
vos, 20),
< O¢ 8xk
Da die Vektoren §T¢ eine Basis bilden, folgt Y o ¢ = D¢ - X wie gewlinscht. Natiirlich ist
k

auch die Formel X = (D¢)~1(Y o¢) richtig, erweist sich aber als weniger praktisch, weil (g*/)

oft einfacher zu berechnen ist als (D¢)~!.

Satz 8.2 (Umrechnung von Differentialoperatoren) Sei ¢ € C'(U,V) ein Diffeomor-
phismus zwischen den offenen Mengen U,V C R™ mit Gramscher Matriz (gi;).

(1) Firve CYV) gilt mitu=vo¢

‘ "L Ou
(gradv) o ¢ = D¢ - grad,u,  wobei grad u := ijzz:lg J oz, e;.
(2) FirY € CHV,R") gilt mitY o¢p = D¢ - X
(divY)o¢p=divyg X := 1 i i( det gX;).
Vdet g = Ox;j
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(3) Ist p € C*(U,V) und v € C*(V), so folgt wieder mit u = v o ¢

n

1 0 - o0u
f 1 f —_— v
(Av) 0 ¢ = divy grad u Tors g oz, < detgg oz, ) .

3,j=1

BEWEIS: Nach der Definition des Gradienten und der Kettenregel gilt

foler ou
<(gradv) o ¢, 8aci> =(Dv)o¢p-Dp-e;=D(vo¢) e = 9z,
Also folgt (1) aus Gleichung (8.10), und allgemein gilt fiir ein Vektorfeld X : U — R"
- foler " du
(8.11) (D¢ - grad u, Dgp- X) = ; <D¢ - grad,u, axj> X; = )3 e

Aussage (2) fithren wir durch partielle Integration auf die Umrechnungsformel fiir den Gra-
dienten zuriick. Sei ¢ € C1(V) beliebig und ¢ = 1 o ¢. Dann folgt mit partieller Integration,
dem Transformationssatz, Behauptung (1), (8.11) und der Definition von divy X

/@Ddidey = —/(gradw,Y)dy
v 1%
=~ [ (eradv) 0. o 0) Vet gda
= —/(Dd)-gradggo,ng-X)\/detgdx
U
_ ~ v ¢
_ _/U;axjxjmdx
= /goding\/detgda:
U
= /V?/)(ding)ogb_ldy.

Da ¢ beliebig ist, folgt divY = (divyX) o ¢! und damit Aussage (2) aus nachfolgendem
Lemma 8.2. Schlielich ergibt sich (3) durch Kombination von (1) und (2), und zwar gilt

(Av)o¢ = (divgradv) o ¢ mit (gradv) o ¢ = D¢ - grad,u nach (1),

also folgt weiter wegen (2) und ¢’* = g%

. 1 8
(Av) o ¢ = divggrad,u = Vdet g Z Ox;

i,j=1

Wir tragen nun das Lemma nach, das im Beweis gebraucht wurde.

Lemma 8.2 Sei U C R™ offen und v € C°(U) mit [, updx =0 fir alle p € CZ(U).
Dann ist u die Nullfunktion.
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BEWEIS: Angenommen es gibt ein z € U mit u(z) > 0. Dann gibt es ¢ > 0 und § > 0 mit
u(z) > ¢ auf By(x) C U. Wihle eine Funktion n € C°(U) mit sptn C By(x), n > 0 und
Jyn(x) dx > 0. Aus der Monotonie des Integrals folgt

0= / u(z)n(x) de > / on(z)dx > 0,
U U
ein Widerspruch. O

Beispiel 8.5 (Polarkoordinatendarstellung des Laplaceoperators) Fiir Polarkoordi-
naten im R3, sieche Beispiel 8.4, ergeben sich folgende Formeln:

rad, u = %er—l—i@ee—l—;%e‘p
gradgt = %y r2 00 r2sin?0 Op '
. 10,5, 1 90, . 0 0X%
divy X = 2 8r(r X )+sin9 9((51110)X )+ 95
1 0 ou 1 0 ou 1 0%u
A = — (22— P (g )y Y
gt r2 Or (r (97’) + r2sin@ 06 ((sm@) 80) + r2sin? 0 dp?

Hier bezeichnet e”,e?, e? die Standardbasis im (r, 6, p)-Raum, und X", X, X¥ sind die zu-
gehorigen Koordinaten von X. Fiir die Funktion v(z,y, z) = (22 4+ 3%+ 22) " Y2 ist u(r) = 1/r
und somit Av = 0 auf R3\{0}.

Die Gramsche Matrix g : U — R™" eines Diffeomorphismus ¢ € C(U, V) definiert in jedem
Punkt € U ein Skalarprodukt und eine zugehorige Euklidische Norm, und zwar gilt

9(x) (v, w) = (D¢(x)v, Dp(x)w) und vlly@) = v g(x)(v,v) = [Dé(x)v].

FEin solches ortsabhéngiges Skalarprodukt nennt man eine Riemannsche Metrik, genauer
spricht man hier von der durch ¢ induzierten Metrik. Mit g kann nicht nur das Maf} des
Bildes berechnet werden, sondern auch die Bogenldnge von Kurven ¢ o~ : [a,b] — V:

Ww):/;

In seinem Habilitationsvortrag Uber die Hypothesen, die der Geometrie zugrundeliegen hat
Bernhard Riemann 1854 die Idee einer Geometrie fiir solche ortsabhéingigen Skalarprodukte
entworfen, die spéiter Grundlage der Allgemeinen Relativitatstheorie wurde.

b b
Goo)|de = [1Detw) @l = [\ ato) 0.7 0) i
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9 Das Flachenmafl auf Untermannigfaltigkeiten

Hauptresultat dieses Abschnitts ist die Definition des FlichenmaBes fiir n-dimensionale C'-
Untermannigfaltigkeiten des R™**. Dazu wird zunichst der Flicheninhalt fiir Immersionen ad
hoc definiert und an einigen Beispielen motiviert. Diese Definition wird dann mittels lokaler
Parameterdarstellungen auf Untermannigfaltigkeiten (ibertragen. Als Anwendung wird die
Aufspaltung von Gebietsintegralen beziiglich Radial- und Winkelkoordinaten, die sogenannte
Zwiebelformel, behandelt.

Zur Definition des Fldcheninhalts muss zunéchst geklirt werden, was unter einer Flache zu
verstehen ist. Am einfachsten ist der Begriff der parametrisierten Fliche oder Immersion. Sei
U C R” offen. Eine Abbildung f € C'(U, R"**) heifit Immersion, wenn gilt:

rang Df(x) =n  bzw. dquivalent ker Df(z) = {0} fur alle x € U.

Die Vektoren ;—é(x), ce %(:p) bilden dann eine Basis von Bild Df(z) ¢ R"**. Die Zahl n

heifit Dimension, die Zahl k Kodimension von f. Wir definieren analog zu (8.7) im vorigen
Kapitel die Gramsche Matrix oder induzierte Metrik

9(x) = Df(@)'Df(z) baw. gy(z) = <§i (x),gjj(:c)>.

Offenbar ist (g;;) fiir eine beliebige Abbildung f € C'(U, R"*k) definiert und positiv semi-
definit. Die Matrix ist genau dann strikt positiv definit und damit invertierbar, wenn f eine
Immersion ist, denn es gilt (g(x)v,v) = |Df(x)v|?, also ker g(x) = ker D f(x).

Definition 9.1 (Flichenformel) Sei f € C*(U,R"**) eine n-dimensionale Immersion mit
Gramscher Matriz g, und E C U sei L™-messbar. Der (n-dimensionale) Flicheninhalt von f
auf E ist definiert durch

AE(f):/EJf(J:)d:c mit Jf = \/detg.

Die Funktion Jf heifst Flichenintegrand oder Jacobische von f.

Wir wollen einige Spezialfille betrachten.

Beispiel 9.1 Sei S : R* — R"* eine lineare Abbildung vom Rang n. Da das Mafl £"
invariant unter Q(n) ist, gibt es auf Bild S genau ein Mafl A mit A(T'(E)) = L"(E) fiir jede
Isometrie T : R™ — Bild S. Wihle nun R € R™ "™ symmetrisch und strikt positiv definit, so
dass STS = R?, vergleiche Lemma 4.6. Fiir Q = SR~ folgt
(Qu, Qu) = (R™)TSTSR™ v, w) = (v, w),
das heifit @ : R™ — Bild S ist eine Isometrie, und wir erhalten wegen \/det(S7S) = det R
Ap(S) = (det R)L™(E) = £"(R(E)) = NQ(R(E)) = A(S(E)).

Fiir lineare Abbildungen liefert die Flichenformel also jedenfalls den richtigen Wert.
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Beispiel 9.2 Eine eindimensionale Immersion f : I = (a,b) — RY* f = f(t), heifit auch
regulire Kurve. Die induzierte Metrik ist dann die 1 x 1-Matrix (f’(¢), f ( N =1 u
nach Definition 9.1 ist die Lénge der Kurve

b
=/uwwt

Analog zu Beispiel 9.4 wird hier die Lange des Bildes mit der Vielfachheit gezdhlt, mit der
es durchlaufen wird. Zum Beispiel gilt L 3.(f) = 37 fiir f(¢) = (cost,sint).

Beispiel 9.3 Eine zweidimensionale Immersion f : U — R3, f = f(z,y), heifit auch regulire
Flache. Die induzierte Metrik lautet

2
af af of
w-( (&9
TNy Ty
ox’ dy oy
Also lautet die Jacobische
gf = |2 “lof|P_Jor of\® _|of  of
ox| |0y ox’ Oy ox = Oyl

Die zweite Gleichung folgt dabei mit etwas Rechnung aus der Definition des Kreuzprodukts.
Betrachte als Beispiel Polarkoordinaten auf der Sphére, also

f:U=(0,7) x(0,21) — S* C R3, f(6, ) = (sinf cos p, sin f sin ¢, cos ).

Mit Beispiel 8.4 im vorigen Kapitel gilt Jf(0,p) = sin@, insbesondere ist f eine regulédre

Flache mit Flacheninhalt )
= / / sin 0 dpdf = 4.
o Jo

Beispiel 9.4 Fiir k = 0, also f € C'(U,R") mit U C R” offen, sprechen wir statt vom n-
dimensionalen Flidcheninhalt besser vom Volumen volg(f). Die Abbildung f ist genau dann
eine Immersion, wenn det D f(z) # 0 fiir alle z € U, das heifit f ist lokal diffeomorph. Es

gilt Jf = \/det(DfTDf) = |det Df|. Ist zusétzlich f : U — f(U) injektiv und damit

diffeomorph, so besagt der Transformationssatz
volp(f) = [ | det D ()] do = £7(F(E)).
E

Im allgemeinen ist volg(f) nicht das £"-Maf des Bildes f(E), sondern die Bildpunkte werden
mit der Vielfachheit gezdhlt, mit der sie angenommen werden.

Beispiel 9.5 Fiir u € C'(U, RF) ist die zugehérige Graphenabbildung
f:U = R™E f(2) = (z,u(x)),

eine Immersion. Denn bezeichnet P : R"tF = R® x RF — R™ die Projektion auf die ersten n
Koordinaten, so gilt Po f = idy, also nach Kettenregel P- D f(z) = D(Po f)(x) = Idgn, das
heifit D f(x) ist injektiv. Man berechnet

() = (o) (o)) =00+ ()
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das heiBt es gilt (Df)TDf = Idgn + (Du)” Du und

A(f) = /U \/det (Idgn + (Du)" Du) dz.

In Kodimension k£ = 1, also u reellwertig, gibt es zu x € U eine Orthonormalbasis v1, ..., v,
mit Du(z)vi = [Du(x)| und Du(x)v; = 0 fiir j > 2. Das ist trivial im Fall Du(z) = 0, fur
Du(z) # 0 wihle v1 = Du(z)/|Du(z)| und ergénze zu einer Orthonormalbasis. Es folgt

<(Ian + Du(x)TDu(a:))vi, vj> = 0ij + (Du(x)v;) (Du(x)v;)
)1+ |Du(@)? firi=j=1,
B 0ij sonst.

Somit ergibt fiir einen Graphen der Kodimension Eins die klassische Formel

(9.1) A(f) = /U V14 |Du(x)|2de  fir f: U — R"™ f(z) = (z,u(x)).

Als geometrische Grofle sollte der Fldcheninhalt nicht von der Wahl der Parametrisierung
abhingen. Dies wollen wir sofort {iberpriifen.

Satz 9.1 (Invarianz des Flicheninhalts) Sei ¢ € CY(U,V) ein Diffeomorphismus und
f € CYV,R"*) eine Immersion. Dann gilt

Aym)(f) = Ap(fod) fir jede L"-messbare Menge E C U.
BEWEIS: Seien g bzw. h die induzierten Metriken von f o ¢ bzw. f. Es gilt
D(f o ¢)(x)" D(f o ¢)(x) = Do(x)" D f(¢(x))" Df(¢(x)) D (x),
beziehungsweise
(9.2) 9(x) = Do(x)"h(¢(x)) D (x).
Mit den Rechenregeln fiir die Determinante ergibt sich
(9.3) J(f o d)(x) = (Jf)($(z)) | det D ().

Die Behauptung folgt damit aus dem Transformationssatz, Satz 8.1. O
Wir wollen nun einen globaleren Standpunkt einnehmen und Flédchen betrachten, die nicht
bzw. nicht a priori durch eine einzige Parametrisierung gegeben sind. Unser Ziel ist es, auf
diesen Fldchen — genauer: Untermannigfaltigkeiten — ein n-dimensionales Flichenmafl zu
definieren. Wir erinnern vorher an die relevanten Begriffe aus Analysis 11, Kapitel 9.2.

Definition 9.2 (Untermannigfaltigkeit) Sei n € N, k € Ng. Eine Menge M C R"**
heift n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™** der Klasse C*, falls gilt: zu jedem p €
M gibt es eine offene Umgebung W C R™* und einen C'-Diffeomorphismus ¢ : W —
d(W) C R mit

SMAW) =R N GW) = {2 € ¢(W) : 2ns1 = ... = 2nsp = O}
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Wir haben diese Eigenschaft auch als lokale Plattbarkeit bezeichnet, und folgende alternative
Charakterisierungen bewiesen.

Satz 9.2 (Untermannigfaltigkeitskriterien) Sein € N, k € No. Fir M C R"* sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) M ist eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit.

(2) Niveaumengenkriterium: Zu jedem p € M gibt es eine offene Umgebung W C Rtk
und eine Funktion h € CY(W,R¥) mit rang Dh(q) = k fiir alle ¢ € W, so dass

MNW ={qe W:h(q) =0}.

(3) Graphenkriterium: Zu jedem p € M gibt es nach geeigneter Umnummerierung der
Koordinaten eine offene Umgebung U x V C R™ x R¥ und eine Funktion v € C*(U,V),
so dass gilt:

MnUxV)=({(z,u(z)) : z € U}).

Beispiel 9.6 Die Sphire S* = {p € R"! : |p| = 1} ist eine C'-Untermannigfaltigkeit
von R™"! der Dimension n, denn fiir jedes p € S™ koénnen wir im Niveaumengenkriterium

W =R"™1\{0} und h(q) = |q|? — 1 withlen:
Dh(q) =2¢#0auf W und S"NW =8S"={qe W :h(q) =0}.

Wir brauchen nun einige topologische Tatsachen. Jede Menge M C R"™** ist, versehen mit
dem Abstand d(p,q) = |p — ¢| fiir p,q € M, ein metrischer Raum. Eine Menge K C M ist
genau dann kompakt in M, wenn sie kompakt in R®* ist. Dies ist offensichtlich, wenn wir
den Begriff der Folgenkompaktheit verwenden.

Satz 9.3 (0-Kompaktheit von Untermannigfaltigkeiten) Jede n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M C R™* st als abzihlbare Vereinigung M = U2, K; von kompakten
Mengen darstellbar.

BEWEIS: Zuerst konstruieren wir eine abzéahlbare, dichte Menge P C M. Betrachte die Wiirfel
Qjr =27%(G +1[0,1]"**) mit j € Z"** k € Ny, und wiihle beliebige Punkte p;, € M N Q;,
sofern dieser Schnitt nichtleer ist. Da jedes p € M in Wiirfeln @;; mit beliebig kleiner
Kantenlénge liegt, ist die Menge P aller p; . dicht in M. Als nichstes zeigen wir: ist ¢ : W —
»(W) Plattung bei p und B,(p) C W, so ist M N B,(p) kompakt. Denn es gilt

(Z)(M N B'r(p)) = ¢(M N W) N ¢(Br(p)) =R"N (Z)(W) N ¢(Br(p)) =R"N d)(Br(p))

Diese Menge ist kompakt, denn das Bild von B,(p) unter der stetigen Abbildung ¢ ist
kompakt, und R™ ist abgeschlossene Teilmenge des R™™*. Damit ist auch M N B,(p) =
¢~ (R™ N ¢(By(p)) kompakt, was zu zeigen war. Wir definieren nun fiir jedes p € M

r(p) = sup{r > 0: M N B,(p) ist kompakt} € (0, c0].

Wire r(q) + [p — ¢q| < r(p), so kénnen wir r > r(q) und s < r(p) wahlen mit r + [p — ¢| < s
und M N Bs(p) kompakt. Es folgt B,(¢) C Bs(p) und weiter

M N B,(q) = (M N Bs(p)) N Br(q).
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Aber die rechte Seite ist kompakt im Widerspruch zu r > r(q). Konvergiert also eine Folge
pi € M gegen p € M, so folgt liminf; .. 7(p;) > r(p) > 0, insbesondere p € M N B,,)/2(p:)
fiir ¢ hinreichend grofl. Somit ist M Vereinigung der abzéhlbar vielen, kompakten Mengen
K(p)ZMﬂBr(p)/Q(p) mit p € P. O

Definition 9.3 (lokale Parametrisierung) Sei M C R"™* eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C'. Eine lokale Parametrisierung von M ist eine injektive Im-
mersion f: U — M C R"* wobei U C R™ offen, der Klasse C'.

Wir beabsichtigen, die Untermannigfaltigkeit M durch Bildgebiete von Parametrisierungen zu
iiberdecken und das Maf} in jedem einzelnen Bildgebiet mit der Fldchenformel zu berechnen.
Vorab sei daran erinnert, dass die offenen Mengen in M genau die Mengen M N €2 sind mit
Q offen im R"**,

Lemma 9.1 Fir jede Untermannigfaltigkeit M C R™* der Klasse C' gibt es lokale C-
Parametrisierungen f; : Uy — M, wobei i € N, so dass M = ;2 f(U;).

BEWEIS: Zu jedem p € M gibt es eine lokale Pliattung ¢ : W — ¢(W) mit p € W. Dann
ist U = R" N ¢(W) offen in R”, und f = ¢_1|an¢(W) ist eine lokale Parametrisierung von
M mit p € f(U). AuBlerdem ist das Bildgebiet f(U) = M N'W offen in M. Eine kompakte
Menge K C M wird also durch endlich viele Bildgebiete iiberdeckt. Die Behauptung folgt
mit Satz 9.3. O

Die folgenden Eigenschaften von lokalen Parametrisierungen sind wesentlich.

Satz 9.4 Fiir eine C'-Untermannigfaltigkeit M C R™* gelten folgende Aussagen.

(1) Ist f : U — M eine lokale Parametrisierung von M, so ist V = f(U) offen in M und
f~1:V — U ist stetig, also f : U — V homeomorph.

(2) Sind f; : Uy — f(U;) = V; fiiri = 1,2 lokale C'-Parametrisierungen von M, so ist
f2_1 ofi: fl_l(Vl NVa) — f2_1(V1 N Va) ein Ct-Diffeomorphismus.

BEwEIS: Wir zeigen (1) zundichst unter der Annahme V' C W, wobei W C R™* offen und
d(M NW) = R*N ¢(W) fiir einen C'-Diffeomorphismus ¢ : W — ¢(W). Dann ist die
Abbildung ¢ o f : U — R® C R"** definiert, injektiv und es gilt

rang D(¢ o f)(z) = rang (D¢(f(z)) Df(z)) =n fiir alle z € U.

Also ist Y = (¢o f)(U) C R" offen, und ¢o f : U — Y ist ein C'-Diffeomorphismus. Folglich
ist Z = (Y x R¥) N (W) offen in R"* mit R*"NZ =Y. Wegen V = ¢~ (V) folgt

V=¢"'R"NZ)=¢""(R"N¢(W))N¢~(2) = MN¢~(2),
wobei zuletzt R" N ¢(W) = ¢(M N W) benutzt wurde. Somit ist V' offen in M, und die
Abbildung f~! = (¢ o f)~! ¢|y ist stetig. Fiir V beliebig wihlen wir zu p € V eine Plittung

¢: W — ¢(W) mit p € W, und wenden das obige Argument an auf U=0Un ¢~ (W) sowie
f = flg- Dann ist V' = f(U) offen in M mit p € V, und f_1|v = (f]g)_l ist auf V stetig.
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Ui, :f1_1 (VinV,) U, :fz_l (VinV,)

Fiir (2) kénnen wir ebenfalls annehmen, dass V; C W fiir ¢ = 1,2, wobei ¢ : W — (W)
Diffeomorphismus mit ¢(M N W) = R" N ¢(W). Dann sind die Abbildungen

$o fi: [T (VinVa) — ¢(ViNVh)

diffeomorph, also auch f2_1 ofi=(¢ofa)"to(pofi). O
Eine injektive Immersion f : U — R"* heifit Einbettung, wenn sie offene Teilmengen
von U in relativ offene Teilmengen von f(U) abbildet. Dies ist dquivalent dazu, dass die
Umkehrabbildung f=! : f(U) — U stetig ist, also f : U — f(U) ein Homeomorphismus.
Es gibt einfache Beispiele von injektiven Immersionen, die keine Einbettungen sind. Nach
Satz 9.4(1) ist eine n-dimensionale, injektive Immersion mit Bild in einer n-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit automatisch eine Einbettung. Die Stetigkeit von f~! muss also nicht
explizit gepriift werden.

Ist M beliebige Teilmenge des R™*, und gibt es zu jedem p € M eine n-dimensionale
Cl-Einbettung f : U — f(U) C M mit f(U) offen in M beziiglich der Relativtopologie,
so ist M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Klasse C!. Dies ist ein viertes
Kriterium, um eine Menge als Untermannigfaltigkeit zu identifizieren. Wie gesagt ist aber
die Verifikation der Voraussetzungen, dass f(U) offen in M ist und f eine Einbettung, unter
Umstédnden schwierig; deshalb verzichten wir auf den Beweis.

Satz 9.5 (Definition des Flichenmafles) Sei M C R"** ecine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse C*. Dann heifit E C M messbar, falls gilt:

f~UE) ist L™-messbar fiir jede lokale Parametrisierung f : U — M.

Das System M der messbaren Teilmengen von M ist eine o-Algebra, und enthdilt die Borel-
mnegen in M. Weiter gibt es auf M genau ein Maf$ ppr, so dass fir jede lokale Parametri-
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sierung f : U — M wund jede messbare Menge E C f(U) gilt:

BEWEIS: Trivialerweise gilt () € M. Fiir jede lokale Parametrisierung f : U — M gilt
JHMNE) = U\ E) wd (U E) = E).
i=1 i=1

Also ist M eine o-Algebra. Ist V C M offen, so ist f~1(V) offen im R™ aufgrund der Stetigkeit
von f, das heiit M enthilt die offenen Teilmengen von M und damit alle Borelmengen. Sei
nun M = [J;2, M; eine disjunkte Zerlegung in Mengen M; € M, so dass M; C V; fiir lokale
Parametrisierungen f; : U; — f(U;) = V;. Eine solche Zerlegung existiert, denn nach Lemma
9.1 gibt es lokale Parametrisierungen f; : U; — f(U;) = V; mit M = |J;2, Vi, und wir kénnen
die Borelmengen M; = V;\ U;;ll V; wéhlen. Aus den verlangten Eigenschaften folgt fiir das
gesuchte Maf3 pps und alle messbaren £ C M

(9.4) MM(E) = ;UM(E N Mz) = ; /fil(EmMi) sz(.%') dz.

Dies beweist die Eindeutigkeit. Andererseits wird durch (9.4) ein Mafl auf M definiert: ist
E= Uj; E; mit E; messbar und paarweise disjunkt, so folgt ndmlich

pym(E) = i/f_
=1 i

Ist f: U — V = f(U) irgendeine lokale Parametrisierung und E C V messbar, so ist
o= ftof fFHV NV — f71(VNV;) ein C-Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen
nach Satz 9.4, und aus Satz 9.1 folgt

Y(ENM;)

Jfi(x)dx = Z /fi‘l(Eiji) Jfi(z)dr = ;MM(EJ')'

,j=1

pm(E) = / J fi(y) dy
m(E) ; P (y)

-y Jfi(y) dy

i—1 7 i (f~H(ENM;))

- I(fi 0 60)(@) da

f*l(EﬂMi)

= / Jf(x)dx.
f=HE)

O

In der Regel werden nur endlich viele Parametrisierungen bendétigt, um ein Flidchenintegral
auszurechnen. Man kann sogar zeigen, dass jede kompakte Untermannigfaltigkeit bis auf eine
par-Nullmenge durch eine einzige Parametrisierung erfasst werden kann, aber diese Aussage
hat eher theoretischen Charakter.
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Folgerung 9.1 (Oberflichenintegral) Sei M C R"** eine n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit der Klasse C', und M = U2, M; eine paarweise disjunkte, messbare Zerlegung,
so dass M; C V; fiir lokale Parametrisierungen f; : U; — V;. Fir eine messbare Funktion
u: M — R gilt die Formel

[ s = > sy D)

wenn entweder u nichtnegativ ist oder wenn u beztiglich pys integrierbar ist.

BEWEIS: Die Aussage gilt nach Satz 9.5, wenn u eine charakteristische Funktion ist, und damit
auch fiir messbare Treppenfunktionen. Fiir u > 0 folgt die Behauptung durch Approximation
von unten mit Treppenfunktionen u; aus dem Satz iiber monotone Konvergenz, der rechts
erst auf die einzelnen Integrale und dann auf die Reihe angewandt wird. Fiir integrierbares
u zerlegen wir in 4™ und u™. O

Die gegebene Definition des Flichenmafles ist gut geeignet, um auf einer festen Untermannig-
faltigkeit M das Mafl von Teilmengen bzw. Integrale von Funktionen zu berechnen. Dagegen
ist die Konstruktion weiniger praktisch, wenn Aussagen iiber Folgen von Untermannigfaltig-
keiten bendtigt werden. Es kann auf R"* ein MaB H" definiert werden — das n-dimensionale
Hausdorffmafl —, so dass die Einschréinkung auf jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
M das jeweilige Flachenmafl 1p; ergibt. Die Flichenformel ergibt sich bei diesem Zugang als
Satz. Wir sind hier von der Flichenformel als Definition ausgegangen, um schneller Beispiele
ausrechnen zu konnen. Die Nachteile unseres Zugangs zeigen sich auch bei folgender Aussage,
die eigentlich eine Trivialitéit sein sollte.

Lemma 9.2 (Transformation des Flicheninhalts unter Ahnlichkeiten) Sei

T : Rtk — R cine Ahnlichkeitsabbildung, das heifit es gibt A > 0, Q € O(n + k)
und a € R™* mit T(p) = AQ(p + a). Ist M C R™* cine C'-Untermannigfaltigkeit, so ist
N = T(M) auch eine C'-Untermannigfaltigkeit, und fiir die zugehorigen Mafe ppr bzw. py
gilt:

(1) Ist A C M messbar, so ist T(A) C N messbar und

pn (T'(A)) = A" par(A).

2) Istu: N — R py-messbar, so ist uoT : M — R upr-messbar und es gilt, sofern eines
K Iz
der Integrale existiert,

/ u(q) dun(g) = A" / w(T(p)) dpar ().
N

M
BEWEIS: Zu ¢ € N wiihle eine lokale Plittung ¢ : W — ¢(W) von M mit ¢ 1(q) € W.
Dann ist po T~1: T(W) — (W) eine lokale Plittung von N mit ¢ € T(W), also ist N eine
C'-Untermannigfaltigkeit. Ist f : U — M lokale Parametrisierung, so auch T o f : U — N
und umgekehrt. Wegen (7o f) ™1 (T'(4)) = f~(A) ist A C M messbar genau wenn T'(A) C N

messbar ist. Zum Beweis von (1) kénnen wir mittels Zerlegung wie in (9.4) annehmen, dass
A C f(U) fiir eine lokale Parametrisierung f : U — M. Nun gilt wegen DT (z) = AQ

D(T o f)(z)"D(T o f)(x) = Df(x)" DT(f(x))" DT(f(x))Df(x) = N> Df(x)" Df ().
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Mit Satz 9.5 folgt

() = [

J(T o f)(2) dz = A" / TF() dz = A" g (A).
(Tof)=1(r(a))

f=H(A)

Fir u = xp mit B C N py-messbar folgt (2) aus (1). Durch Approximation mit Trep-
penfunktionen von unten, siehe 5.3, ergibt sich (2) dann fiir « > 0, und schliefilich durch
Zerlegung in u™ und u~ fiir beliebige py-messbare Funktionen u. O

Satz 9.6 (Zwiebelformel) Fir u € L*(R"™Y) ist ulpp, € L'(uop,) fir fast alle r > 0,
wobei 0B, = 0B,(0), und es gilt

/Rn+1 u(p)dp = /OOO /8& u(p) dpos, (p) dr = /OOO " /n u(rw) dpgn (w) dr.

BEWEIS: Sei f: U — V C S™ lokale Parametrisierung und C(V) = {rw : w € V, r > 0} der
offene Kegel iiber V. Betrachte den Diffeomorphismus

¢:(0,00) x U — C(V), ¢(r,x) =rf(z).

Mit g;j(x) = (g—;:, %} lautet die Gramsche Matrix von ¢

D<Z>(7“,g:)TD¢(r, x) = <é rzgo(x)> c RIFDx(n+1).

Ist E = f(A) fir £"-messbares A C U und C(E) der Kegel iiber E, so folgt aus dem
Transformationssatz und Fubini

/ u(p)dp = / u(rf(z)) r*y/det g(z) dC" ' (r, z)
C(E) (0,00)x A
= / r”/ u(rf(z)) \/det g(x) dx dr
0 A

- /Ooorn/Eu(W)dMSn(w)dr
- /000 /{Tw:weE} u(p) dpap, (p) dr,

wobei zuletzt Lemma 9.2 benutzt wurde. Wihle nun eine disjunkte Zerlegung S™ = U;V:1 E;
mit E; C V;, wobei f; : U; — V; lokale Parametrisierungen sind. Durch Addition folgt die
Behauptung. O

Beispiel 9.7 Mit u = xp, () folgt fiir das Mafl wy, = pgn (S") der n-dimensionalen Sphére

Wn
n+1’

1 1
any1 = L"T(B1(0)) = / won, (0By)dr = / wprdr =
0 0

also zum Beispiel w; = 27, wo = 47 und w3 = 272, vgl. Beispiel 7.3.
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10 Der Integralsatz von Gauf

In diesem Abschnitt beweisen wir den Integralsatz von GauB (Englisch: divergence theorem), der
eine mehrdimensionale Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
ist. Aussage des Satzes ist, unter geeigneten technischen Voraussetzungen, die Formel

/diVXd[,”:/ (X,v)dp.
Q o0

Dabei ist X ein Vektorfeld, v die duBere Einheitsnormale auf dem Rand von 2 und p das
FlachenmaB auf 9€2. In der Fliissigkeitsdynamik und der Elektrodynamik wird die Divergenz als
Quellenstdrke und das Randintegral als Fluss des Vektorfelds durch 9 interpretiert. Aus dem
Satz folgen dann entsprechende Erhaltungsgesetze.

Zuerst behandeln wir heuristisch den einfachen Fall, dass das zugrundeliegende Gebiet ein n-
dimensionaler Quader @ ist, das heifit Q = (a1,b1) X. .. X (an, by,). Die &ulere Einheitsnormale

sollte auflerhalb der niederdimensionalen Kanten wie folgt gegeben sein:

—e; fir x € 0Q mit x; = q;
v(z) = . .
e; fiir x € 0Q mit z; = b;.

Wir setzen Q; = (a1,b1) X ... X @ X ... % (an,by,) C R"™! wobei das Dach bedeutet, dass
der Faktor wegzulassen ist. Fiir ein hinreichend glattes Vektorfeld X : Q — R”™ berechnen
wir mit dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

divXdl® =
/Qw Z/ G
= Z/ / o2, xl,...,xi,...,xn)dxidxl...c@;i...dxn
= Z xl,...,bi,...,xn)dle...(i:;i...dznn
—Z/ Xi(:cl,...,ai,...,xn)dxl...cia;i...dacn
_ Z/ |, (K@ duta Z/ (X)) duta)

- /E)Q<X, V) dp.

Aber wir wollen natiirlich die Aussage nicht nur fiir Quader zur Verfiigung haben. Eine
geeignete Klasse von Gebieten wird in folgendem Satz definiert. Der Beweis ist analog zur
Dskussion der Untermannigfaltigkeitskriterien, siehe Satz 9.2 beziehungsweise Analysis 11,
Satz 9.2.

Satz 10.1 (Kriterien fiir C'-Rand) Fiir Q C R" offen sind dquivalent:
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(1) Plittung: zu jedem p € OQ gibt es eine offene Umgebung W C R™ und einen C*-
Diffeomorphismus ¢ : W — ¢(W') mit

H(QANW) =H"N (W), wobei H" =R x (—o00,0).

(2) Subniveau: zu jedem p € 02 gibt es eine offene Umgebung W C R™ und eine Funktion
h € CY (W) mit Dh(q) # 0 fiir alle ¢ € W, so dass

QNW ={qge W :h(q) <0}.

(3) Subgraph: zu jedem p € 9 gibt es eine offene Menge U C R"™L, ein offenes Intervall
I C R und eine C*-Funktion w : U — I, so dass nach geeigneter Umnummerierung der
Koordinaten gilt:

QNU xI)={(z,y) €U xI:y <u(x)}.

Die Menge Q hat C*-Rand, wenn eines (und damit jedes) der drei Kriterien erfiillt ist.

In diesem Kapitel arbeiten wir ausschlielich mit dem Subgraphenkriterium (3). Anschaulich
hat eine Menge C'-Rand, wenn ihr Rand eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ist, und die Menge lokal auf einer Seite des Randes liegt. Dies wird in folgendem Lemma
prézisiert.

Lemma 10.1 In der Situation von Satz 10.1(3) gilt
NNUxI) = {(z,y) eUxI:y=u(x)},
RN\Q)NU xI) = {(z,y) €U xI:y>ux)}

Insbesondere ist OQ eine (n — 1)-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™ nach dem
Graphenkriterium in Satz 9.2.

BeweEIs: Mit der Funktion F' : U x I — R, F(z,y) = y — u(z), gilt nach Voraussetzung
QN U xI) = {F < 0}. Aus der Stetigkeit von F folgt 90Q N (U x I) C {F = 0}. Ist
andererseits F'(z,y) = 0, so folgt fiir € > 0 hinreichend klein (z,y —¢) € U x I und

F(z,y —¢) = F(x,y) —e <0.

Dies zeigt (z,y) € Q, und wegen (z,y) ¢ Q folgt (z,y) € 02N (U x I). Damit ist die erste
Behauptung bewiesen, und die zweite folgt wegen = Q U 09Q. O

Beispiel 10.1 Der Halbraum H" = R" ! x (—00,0) hat C!'-Rand, denn in Satz 10.1(3)
konnen wir U = R"™, I = (—o00,00) und u : U — I, u(z) = 0, wihlen, und zwar fiir jeden
Punkt p € OH". Dagegen hat Q = {z € R" : z,, # 0} keinen C'-Rand, obwohl der Rand
00 = R"1 x {0} eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Denn fiir eine lokale
Beschreibung als Subgraph wie in Satz 10.1(3) wiirde mit Lemma 10.1 folgen:

{(z,y) eU X T:y>u(x)=R"\Q)N U xI)=0,

ein Widerspruch wegen I offen und u(z) € I fiir z € U.
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Als n#chstes erinnern wir an das Konzept des Tangentialraums. Ein Vektor v € R"™ heifit
Tangentialvektor von M C R”™ im Punkt p € M, wenn es eine Abbildung ~ : (—=4,6) — M
gibt mit v(0) = p und +/(0) = v. Ist M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so ist
die Menge T,M aller Tangentialvektoren in p € M ein m-dimensionaler Unterraum, der
Tangentialraum von M in p, sieche Kapitel 9 in Analysis II. Die Hyperebene 7),(02) besitzt
genau zwei Einheitsnormalen, von denen wir jetzt eine auszeichnen.

Lemma 10.2 (Definition der &uleren Normale) Sei Q C R" offen mit C*-Rand. Dann
gibt es zu p € O genau einen Vektor v(p) € R™ mit folgenden Eigenschaften:

(1) v(p) L T,(09) und |v(p)| =1,
(2) p+tv(p) ¢ Q firt > 0 hinreichend klein.
Das Vektorfeld v : 992 — R™, p — v(p), ist stetig und heifit duflere Normale von €.

BEWwEISs: Wéhle mit Satz 10.1(3) zu p € 992 nach eventueller Umnummerierung der Koordi-
naten eine Darstellung QN (U x I) = {(z,y) € U x I : y < u(z)}. Wir zeigen die Existenz
und Eindeutigkeit der dueren Normale gleich fiir alle ¢ € 9Q N (U x I). Nach Lemma 10.1
ist die Graphenabbildung f : U — R", f(z) = (x,u(x)), eine lokale Parametrisierung von
0Q. Der Tangentialraum 7,(0€2) im Punkt ¢ = (x, u(z)) hat die Basis

ou d o
(ei,%(w))—%f(:cjttei)h:o fire=1,...,n—1.

Definiere nun auf 9Q N (U x I) das Vektorfeld

(~Du(x), 1)
VI+Du@)P

Damit erfiillt v(¢q) die Bedingung (1). Wir berechnen g + tv(q) = (z(t), y(t) mit

(10.1) v(q) =

fiir ¢ = (x,u(x)).

Dulz) und  y(t) = u(x) +t !

z(t) =zt == Du(@)]? L+ [ Du(@)]®

Daraus folgt

d B 1 e Du(x) _ e
1 00 =1 0) o = e 4 D) T = T DU > 0.

Mit Lemma 10.1 folgt ¢ + tv(q) ¢ Q, sowie ¢ — tv(q) € , fir ¢ > 0 hinreichend klein, das
heifit v(q) ist der eindeutig bestimmte Vektor mit den Eigenschaften (1) und (2). Aulerdem
ergibt sich aus (10.1) die Stetigkeit von v. O

Definition 10.1 (C'(Q)-Raum) Fir Q C R" bezeichnen wir mit C1(Q) den Unterraum
aller Funktionen f € CY(Q), fir die f und Df stetige Fortsetzungen auf Q besitzen. Es ist
dabei iblich, die Fortsetzung von f wieder mit f zu bezeichnen.

Wir zeigen nun eine lokale Fassung des Satzes von Gauf, die den Kern des Beweises ausmacht.

91



Lemma 10.3 Sei Q = {(z,y) € U x I : y < u(x)}, wobei U C R*1 offen, I = (a,b) C R
und v € CY(U,I). Hat das Vektorfeld X € C1(Q,R") kompakten Triger in U x I, so gilt

/dideﬁ"—/ (X,v)du.
Q o0

Beweis: Da X (x,a) = 0 fur alle x € U, folgt mit Fubini

0X, //"@) X, /
= ) = Xz, u(x)) dx
o Oy UJa Jy (@) U (2, u(@)

Weiter behaupten wir fir ¢ =1,...,n

-1
d/J"— /X x,u(z

(10.2)

(10:3) 83:, aml( z)do
Aus (10.2) und (10.3) folgt das Lemma, denn wir haben
n—1 ou
/QdideE" = Zz;/UXZ(yc,u(aL‘))&Ijz (x) d:c+/ X (2, u(z)) do

= /U<X(x,u(ac)) \/(1—1,—m|LDiu|2> V1 + |Du(z)|? dz
= /89<X,1/)d,u.

Dabei haben wir im letzten Schritt Folgerung 9.1 zur Berechnung des Oberflichenintegrals,
Formel (9.1) fiir die Jacobische von Graphen und Formel (10.1) fiir die duflere Normale
benutzt. Um Gleichung (10.3) zu verifizieren, wéhlen wir eine Abschneidefunktion n € C*°(R)
mit 7(t) = 1 fir t < —2 und n(t) = 0 fiir ¢ > —1, und setzen n.(t) = n(t/e). Es folgt
Ne(y —u(z)) =0 fir y > u(xr) — ¢ und

lim . (y — u(z))) = {1 falls y < u(z),

e\0 0 sonst.

Mit zweimaliger partieller Integration, siehe Satz 7.3, sehen wir fiir¢i =1,...,n—1
| Sty —u@) aeeg) = [ Xy — u(e)) 5 () 2 (w.)
q 0x; Q X
0X; ou n
= =)o (@, y)ney — ul@)) 5 (@) dL™ (2, y).

Da die beteiligten Funktionen beschréankt sind, folgt mit Lebesgue fiir € \, 0

L —(x)dL"

v N (@.9) 5, (@)dL" (@, y)

- -[(/ " 85;‘ (9) dy) () do

= /Xa:u 8%()6195

Das ist (10.3), also ist das Lemma bewiesen. O

Wir miissen schliefilich das Resultat globalisieren. Das entscheidende Hilfsmittel ist dabei
eine sogenannte Teilung der Eins, die nun konstruiert werden soll.
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Lemma 10.4 (Teilung der Eins) Sei Wy, A € A, eine offene Uberdeckung der kompakten
Menge K C R™. Dann gibt es eine untergeordnete Teilung der Eins, das heifit es gibt eine
endliche Familie von Funktionen x; € C°(R™), j € J, so dass gilt:

(1) > jesxj(p) =1 fir allep € K.
(2) Fir jedes j € J gibt es ein A = A(j) mit spt x; C Wi.

BEWEIS: Wihle eine beschrinkte offene Menge Q2 D K, und bestimme zu jedem p € ) einen
Ball B, (p) wie folgt: fiir p € K wihle A(p) € A mit p € Wy, und weiter r(p) > 0 mit

Bap)(p) C (Wi N Q). Zu p € Q\K wiihle r(p) > 0 mit By, (p) N K = 0. Endlich viele
Kugeln B, (p;), 1 <j < N, iiberdecken Q. Wihle nun y; € C°(R") mit

o= J1aut Brgy ()
’ 0 anRn\BQT(pj)(pj)‘

Es folgt Zjvzl X; > 1 auf Q. Die Funktionen x; = )Z]/(Zévzl X;) mit j € J:={j:p; € K}
sind glatt in £ mit spt x; CC (W)\(pj) N Q), und wegen X;|x = 0 fiir j ¢ J gilt ZjeJ x; =1
auf K. 0

Satz 10.2 (Integralsatz von Gauf3) Sei Q CR" eine offene, beschrinkte Menge mit Cl-
Rand und duperer Normale v : 92 — R™. Dann gilt fiir ein Vektorfeld X € C1(Q,R")

/diVXdE”:/ (X,v) dw.
Q onN

BEwEIS: Wéhle nach Satz 10.1(3) zu jedem p € 09 eine Umgebung W), in der Q beziiglich
geeigneter Koordinaten als Subgraph dargestellt ist. Fiir p €  setze einfach W), = Q. Die
Mengen W, bilden eine offene Uberdeckung von Q. Wihle mit Lemma 10.4 eine untergeord-
nete Teilung der Eins x1,...,xn € Co°(R™). Liegt spty; in einer Randumgebung W), = U x I
wie in 10.1(3), so folgt aus Lemma 10.3

/ div (x;X) do = / (x;X,v) dp.
Q a0
Ist sptx; C W, = , so folgt einfach mit partieller Integration, Satz 7.3,
/ div (x;jX)dx =0 = / (x;X,v)dpu.
Q a0

Durch Addition erhalten wir wie gewiinscht

N N
div X dx = /div(x-X)dx: / <X~X,V)d,u:/ (X, v)du.

O

Der Satz von Gauf wird oft fiir Gebiete benétigt, die nicht C'-Rand haben, zum Beispiel
Polyeder. Der gegebene Beweis kann auf Gebiete ausgedehnt werden, deren Rand lokal ein
Lipschitzgraph ist*.

*sieche H-W. Alt, Lineare Funktionalanalysis.

93



Beispiel 10.2 Wéhlen wir im Satz von Gauf als Vektorfeld X (x) = x, so folgt

n n

1 1
L£"(Q) = / div X dL" = / (x,v(z)) du(z).
Q o0
Insbesondere ergibt sich wieder a,, = w,—1/n, vergleiche Beispiel 9.7.

Folgerung 10.1 (Greensche Formeln) Sei Q C R" offen und beschrinkt mit C'-Rand.
Dann gilt fir u € C1(Q) und v € C?(Q)

/(uAv—i— (Du, Dv)) dLC" :/ u@ djs.
Q oo OV

Weiter folgt fiir u.v € C?(Q)

/Q(uAv —vAu)dL" = /BQ (ua = 1)%) dp.

BEWEIS: Die erste Aussage folgt aus dem Satz von Gaufl wegen div (uDv) = (Du, Dv)+ulwv.
Die zweite Aussage ergibt sich aus der ersten durch Vertauschen von u und v. O

Beispiel 10.3 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen) Sei u € C%(Q) eine
harmonische Funktion, das heifit Au = 0 auf Q. Aus dem Satz von Gauf} folgt dann fiir
xo € Q und 0 < r < dist(zg, 09)

/ Ou dp = / Audzr = 0.
9B (z0) OV By (z0)

Betrachte weiter die auf R™\{z¢} harmonische Funktion v(z) = v(|z — z¢|) mit
Qan

1e)=92-n
log o flir n = 2.

fiir n > 3,

Aus der zweiten Greenschen Formel folgt wegen 7/(0) = o'™"

rl_n/ udp = 51_"/ wdp.
OB (x0) OBe(x0)

Nun gilt aber fiir € \ 0
e ol o
Wp_1en~1 B Wy_1"1

/835@0) ule) du() = u(%)‘ /835(%) (u(z) — u(zo)) d#(:ﬁ)‘

< sup |u(z) —u(zg)| — 0.

|x—z0|=¢
Dies beweist die sphérische Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen:

1

U/(ZUO) = 700”717‘”_1

/ uw(z)dp(z) fiir 0 < r < dist(zo, 09).
OBy (x0)
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Mit Satz 9.6 folgt auch die Mittelwertformel auf Kugeln:

=, 2y
u(x)dr = x)dup do
o I (o (z) o™ Jo Josyam " o()

= (n/wnlg’”d@
anT 0

= u(xo).

Beispiel 10.4 (Strémungen) Sei v € CYG x (a,b),R"), v = wv(z,t), ein evtl
zeitabhingiges Vektorfeld auf dem Gebiet G C R". Fiir x € G sei ¢* : (az,by) — G die
maximale Losung des Anfangswertproblems

do” . o
a (t) = v(¢"(t),t) und ¢*(0) = .

Anschaulich interpretieren wir v als Geschwindigkeitsfeld einer Stromung und ¢*(¢) als Bahn-
kurve eines Partikels, das zur Zeit t = 0 an der Stelle x ist. Zusammenfassen aller Bahnkurven
ergibt eine C''-Abbildung, den Fluss von v,

¢ A{(z,t) € Gx (a,b):a, <t <by} — G, ¢(z,t) = d*(t).
Die Mengen Gy = {z € G : t € (ag,b;)} sind offen, und die Abbildungen ¢; : G; — G_y,
oi(z) = ¢(x,t), sind Diffeomorphismen mit
$s 0Pt = Pore  auf Ge N Gspe.
Zur Zeit t = 0 gilt 8t( P) = (8¢) = D,wv, insbesondere wegen D, ¢(z,0) = Idgn

0
ot
Sei nun ¢ € CY(G x (a,b)) die evtl. auch zeitabhiingige Dichteverteilung der Strémung. Ist

Q cC G, so gilt Q@ C G, fiir |¢t| hinreichend klein. Es bezeichne mq(t) die im Gebiet ¢;(2)
enthaltene Masse. Mit dem Transformationssatz und Differentiation unter dem Integral folgt

d
mo(0) = — o(y, t) dyli=o
#:(2)

—(det Dy)|i=o = tr Dpv = divo.

dt

d

- 2 / o(éu(2), 1) det Dyd(x, 1) dloo

ot

= /Q (% + div(gv)) dx.

Fiir beliebige ¢ € (a,b) mit 2 CC Gy ergibt sich aus dem Fall t =0
d do
!/
mq(t) = — o(y,s+1t)dyls=0 = / + div(gv) ) dx.
ds Jo.(a(@) &) (o )

Gilt daher auf G x (a,b) die Kontinuitétsgleichung

= /Q(Dmg~v+ag+gdivv) dx

do
5t + div(gv) =0,
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so ist die Funktion mgq(t) fiir alle 2 CC G zeitlich konstant. Wihlen wir ¢ = 1, so ist mq(t)
das Volumen von ¢;(€2), und der Satz von Gaufl impliziert

mg(0) = /{99(v,u>d,u,.

Das Flichenelement dy triigt mit der Normalkomponente (v, v/) zur Anderung des eingeschlos-
senen Volumens bei, was eine sehr anschauliche Deutung des Gaufischen Satzes ist.

Beispiel 10.5 (Integralsatz von Cauchy) Sei 2 C C = R? beschriinktes Gebiet mit C'-
Rand. Die Funktion f € C'(Q,C), f = u+iv, sei holomorph, das heifit es gelten die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

ou Ov ou v

%:@ und @——%

Sei v : [0, L] — 0N die Parametrisierung einer Komponente von 92 nach der Bogenléinge, so

dass Q links von ~ liegt, das heifit die &uflere Normale lings v(s) = (z(s), y(s)) ist v(s) =
(v/(s), —2'(s)). Aus der Definition des komplexen Kurvenintegrals folgt

L L
/fdz = / (um’—vy/)d5+i/ (uy' +va')ds
¥ 0 0
L L
= / (—v,—u), (v, —2")) ds —1—1'/ {(u, —v), (y, —2")) ds.
0 0
Also impliziert der Satz von Gauf}

f(z)dz = /div(—v,—u) da:dy—i—z'/div(u, —v) dzdy
Q Q

_ _/Q(g:ﬁg;j)dxdyﬂ/g(gﬁ—%)dxdy

= 0.

o0N
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11 Faltung und Fouriertransformation

Es werden die Faltung und die Fouriertransformation fiir Funktionen im R™ als Anwendungen
der Integrationstheorie behandelt. Die Faltung ordnet zwei gegebenen Funktionen eine dritte
Funktion durch gewichtete Mittelung zu. Dieses Verfahren kann unter anderem dazu benutzt
werden, gegebene Funktionen zu glatten. Die zentrale Aussage zur Fouriertransformation ist der
Satz von Plancherel, der die Riickberechnung einer Funktion aus ihrer Fouriertransformierten
erlaubt. Als Anwendung berechnen wir die Losung der Warmeleitungsgleichung zu gegebenen
Anfangsdaten im R", und diskutieren das entsprechende Problem fiir die Wellengleichung.

In diesem Kapitel haben wir es ausschliefSlich mit dem n-dimensionalen Lebesguemaf zu tun,
und wir schreiben statt dL™(z) stets einfach dz.

Satz 11.1 (Definition der Faltung) Sei f € LP(R"), 1 < p < oo, und g € L*(R"). Die
Faltung von f mit g ist die L™ -fast-tiberall definierte Funktion

fxg:R" =R, (f*g)(x)= - f@—y)g(y) dy.

Es gilt f+g € LP(R") sowie ||+ gllr < [|f]|zv llgllL1-

BeEwEIs: Die Funktion F' : R” x R" — R, F(z,y) = f(x — y)g(y) ist messbar beziiglich
L2 = L" x L™ Denn fy(z,y) = f(z) und go(z,y) = g(y) sind L£2"-messbar, und wegen
flx —y) = (foo T)(z,y) mit T(z,y) = (x —y,y) ist (z,y) — f(x —y)g(y) ebenfalls L>"-
messbar nach Satz 4.5. Wir zeigen die Behauptung nun zunéchst fur f,g > 0. Nach dem
Satz von Fubini, Satz 7.2, ist die Funktion (f * g)(z) = [ga F(z,y) dy messbar, und mit der
Holderschen Ungleichung folgt

1 p—1 p
If*glf, = / ( f(-%‘—y)g(y)?g(y)ﬁdy> dzx
Rn R

< /n ( an flz—y)Pgly) dy) (/ng(y) dy)pildx
- (s ([ swa)”

= AL lglfs < oo

Fiir f € LP(R™), g € L'(R") beliebig folgt durch Zerlegung in f* bzw. g%, dass die Funktion
f * g fiir L™-fast-alle x € R™ definiert und endlich ist, sowie £™-messbar. Der Satz ergibt sich
nun aus der Abschéitzung

p
I 5alte < [ ([ 1= llaldr) do < 111 ol

Die Faltung ist kommutativ, denn mit der Substitution x — y = z folgt
L) ()@ = [ fa-ng)dr= [ fGlale=2)dz = g+ o)

Lemma 11.1 Sei f € LP(R™) mit 1 < p < oo, und 73, : R" — R", 7,(z) = x + h. Dann
gelten folgende Aussagen.
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(i) forn € LP(R™) und ||f o 7hllpp = || fllzr-
(ii) fory, — f in LP(R™) fir h — 0, falls p < oo.

BEWEIS: Aussage (i) ist trivial. Wir zeigen (ii) zunichst unter der Annahme f € CO(R").
Dann gilt osc(f,d) 1= supjy_y <5 |f(x) — f(y)| \ 0 fiir 6\, 0, folglich

10— Flleogeny = sup 1@+ 1) = F@)] < osclf, i) — 0 it b —0,
rER?
Wihle R > 0 mit spt f C Bg(0). Dann gilt spt (f o 7,) C Bpyn((0), also fiir [h] < 1

1 .
1f o=l < 11 o7 = Fllcogn £ (Brer(0)) — 0 mit b — 0.

Sei nun f € LP(R™) beliebig. Nach Satz 6.10 ist C?(R"™) dicht in LP(R"), das heiit zu ¢ > 0
gibt es ein f. € CY(R™) mit || f — f.||zr < &/2, und es folgt mit Aussage (i)

1f o mn = fllee < I(f = fo) o mullze + 1 fe 0 T = felloe + W fe = flloe < feomn = fellor + e

Somit gilt limsupy,_o || f o 7, — f|;» < €, und Behauptung (ii) folgt mit € \ 0. O

Satz 11.2 (Approximation durch Faltung) Sei f € LP(R") mit 1 < p < oco. Ist n €
LYR™) mit [, n(z)dz =1, so folgt fiir ny(z) = o~ "n(z/0)

1 *nolle < [[fllze lInllr und — fsnp — fin LP(R™).

1], fiir p<<1

M

0 IR"

BEWEIS: Durch Substitution sieht man ||n,|| 1 = ||n]/z:, daher gilt f *n, € LP(R") und
Ilf *npllze < ||fllze 7]z nach Satz 11.1. Weiter folgt mit der Substitution y = gz

(fxmo)(@)= | fl@—yn(y)dy= [ [f(z—02)n(z)dz.
R® R®
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Wir schétzen mit der Holderschen Ungleichung und dem Satz von Fubini wie folgt ab:

[ @ - f@pde = [ | [ (=) - @)z e da
R nl Jpn

/(/ (@ = 02) - ()||77(Z)|11°|77(Z)|pp1dz)pd:p

e / / (@ = 02) — F@)P ()] dz da

= Wl [ ) | Ve = 2) = s@) e

= Dl [ S o e — 1 s

IN

IN

Im letzten Integral geht der Integrand punktweise gegen Null mit ¢ — 0 nach Lemma 11.1(ii).
AuBlerdem gilt die Abschitzung

() f o2 = flIfs < 221 f170 In(2)] € L'(R).

Also konvergiert das Integral gegen Null nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz. O

Die Approximation ist besonders niitzlich, wenn die Funktion 5 glatt gew#hlt wird. Wir
erinnern an die Multiindexnotation fiir Ableitungen von Funktionen im R™, und zwar setzt
man fiir o = (aq,...,0,) € N§

lo|=a1+...+a, und D*=097"...05".
Satz 11.3 (Glattung) Sein € C*(R™) mit | D||cogny < K fiir || < k. Fir f € L'(R")
ist dann f 1 € CK(R™) und es gilt
D(f xn) = [+ (D), insbesondere [ D*(f *n)llco@n) < K| fllL1-

BEWEIS: Nach der Substitution z = x — y haben wir
(fen)(z) = | F(r,z)dz  mit F(z,2) = f(z)n(x - 2).
RTL
Im Fall £ = 0 gilt F(x,-) € LY(R") fiir alle z € R", die Funktion F(-,z) ist stetig fiir
L"-fast-alle z € R™ und wir haben die Abschétzung

sup |F(z,2)| < K |f(2)| € L'(R™).
zeR?

Also ist n * f stetig nach Satz 6.5 und es gilt || f * nllcomn)y < K| fllz1. Im Fall k = 1 gilt
F(-,z) € CYR") fiir L"-fast-alle z € R™ sowie

sup |5 (w,2)| < K|f(2)] € LY(R").

TER™
Aus Folgerung 6.1 folgt f «xn € CYR"™) und 0;(f *n) = [pa f(2)On(z — 2)dz = (f *
9jn)(2), insbesondere gilt die Abschitzung [|0j(f * 1)|comny < K ||f||z1. Die Aussage fiir

eine Ableitung D mit Ordnung || < k ergibt sich in offensichtlicher Weise durch Induktion.
O

oF
8xj

Wir konnen jetzt das Dichteresultat aus Satz 6.10 verschérfen.
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Satz 11.4 (Dichtheit von C°(Q2) in LP(Q2)) Sei Q2 C R" offen und 1 < p < co. Dann gibt
es zu f € LP(Q) eine Folge fr € C2°(Q) mit ||f — fill o) — 0.

BEWEIS: Wegen Satz 6.10 kénnen wir f € C2(Q2) annehmen. Wihle n € C°(R™) mit n > 0,
' n(z)dz =1 und sptn C By(0). Mit n,(z) = 0~ "n(%) gilt dann fxn, € C*°(R") nach Satz
11.3 und f *n, — f in LP(R™) nach Satz 11.2. Weiter gilt fiir z € R™ mit dist(x,spt f) > o

(Fem)a) = [ Fla = dy =0,
denn fiir |y| > o ist n,(y) = 07 "n(y/e) = 0 und fiir |y| < g ist f(x —y) = 0. Also folgt
(11.2) spt (f *1,) C {x € R" : dist(z, spt f) < o},

das heifit f *n, € C°(Q) fiir o > 0 hinreichend klein, womit der Satz bewiesen ist. O

Das folgende Ergebnis verallgemeinert Lemma 8.2. Es ist dabei sinnvoll, die Aussage mit
lokal integrierbaren Funktionen zu formulieren.

Definition 11.1 Sei Q C R" offen und 1 < p < oco. Die messbare Funktion f : Q — R liegt
in LY (), falls xx f € LP(2) ist fiir alle kompakten Mengen K C €.

loc

Satz 11.5 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei Q C R" offen. Fir die
Funktion f € LL _(Q) gelte

/f Ydx >0 fir alle ¢ € C°(2) mit ¢ > 0.
Dann folgt f(x) > 0 fir L™-fast-alle x € ).
BEWEIS: Zu zeigen ist, dass E = {x € Q: f(x) < 0} eine Nullmenge ist. Nach Satz 4.3 gilt
L"(E) =sup{L"(K) : K C E kompakt}.

Sei K C E kompakt und n € C*°(R™) mit > 0, sptp C By1(0) und J n(z)dz = 1. Dann folgt
Ne * Xik — Xk in L'(R™), insbesondere n,, * Yx — Xk punktwelse L"-fast-tiberall fiir eine
teilfolge nach Folgerung 6.2. Wegen |n,, * xx| < 1 liefert der Konvergenzsatz von Lebesgue

1—00

0< lim [ £ i) ) do = [ F(o) () do

Aber f < 0 auf K, also £"(K) = 0 nach Folgerung 5.3 und damit £"({f < 0}) = 0. O

Faltungen mit singulédren Integralkernen spielen bei partiellen Differentialgleichungen eine
grofle Rolle. Ein prominentes Beispiel ist das Newtonpotential.

Beispiel 11.1 (Newtonpotential) Sei G € C*°(R"\{0}). Fiir eine Funktion f € L>(Q),
mit 2 C R™ offen und beschrénkt, betrachten wir die Faltung

u:R" - R, u(z /G:E— y) dy.

Es ist u = G * f, wobei f durch Null auf R" fortgesetzt wird. Es gelte zunéchst

(11.3) |G(2)] < Clz|7P furein p < n,

100



das heifit u(x) ist fir alle z € R™ definiert nach Beispiel 5.5. Um zu zeigen, dass u stetig ist,
withlen wir ¢ € C*(R™) mit ¢p(2) = 0 fiir [2| < 1/2, p(2) = 1 fiir |2| > 1 und |D*p| < Cy,
und definieren den abgeschnittenen Kern

. z
G: = .G mit ¢ (z) = gp(g)
Aus (11.3) folgt die Abschétzung
(11.4) |G(2) = Ge(2)| < Cxp.(0)]2] ™"
Die Funktion u. : R” — R, u.(z) = [, G- ) f(y) dy, ist glatt, und es folgt

_ C _
u(z) —ue(z)| < C / lz —y["PIfW)ldy < —— || flle " — 0.
B:(x) n—p
Somit ist u stetig als gleichméfiger Grenzwert der u.. Nun gelte zusétzlich
(11.5) |IDG(2)| < C|z|7P~!  fiir ein p<n — 1.

Dann folgt wegen (Dy:)(z) = 2 D¢p(%)

e I e
(11.6) wa@—Dawﬂgamw(mP1+gmp)samww\P?
Mit vj(z) = [(0;G)(z —y) f(y) dy ergibt sich
00) = dyuw)| < /raG ~ @G~ 11| dy
< HfHLocs =l .

n—p—
Also konvergiert d;u. gleichméBig auf R" gegen v;, und es folgt 9;u = v; € CO(R"™). Wir
spezialisieren jetzt auf das Newtonpotential
’z‘an
G(z) =1 (2—n)wp—1
> log |z fiir n = 2.

fiir n > 3,

Im Fall n > 3 sind (11.3) und (11.5) mit p = n — 2 erfiillt, im Fall n = 2 gilt (11.3) fiir jedes
p > 0 und (11.5) fiir p = 0. Somit ist das Newtonpotential von f in C'(R"), und

e

:Aﬂmwﬁ@@ mit H(z) = 0,G(z) = —

Wn—1 |2|"
Auf R\ kann weiter unter dem Integral differenziert werden, also ist u auf R™\Q glatt und
Au(z) = / (AG)(z —y) fy)dy =0 fiir z € R"\Q.
Q

Im Innern von 2 kann aber wegen der Singularitét so nicht argumentiert werden. Das Ergebnis
wére sogar falsch, denn u ist nicht harmonisch auf 2, sondern 16st dort die Poissongleichung
Au = f, was wir nun zeigen wollen. Wie oben approximieren wir d;u = v; durch

Vje :R" = R, vj (2 / H.(x—y)f(y)dy, wobei H. = @.H.
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Da (11.3) fiir H mit p = n — 1 erfiillt ist, konvergiert v; . gleichméfig auf R" gegen v; = d;u.
Das Problem ist nun, dass die Ungleichung in (11.5) nur mit p = n — 1 richtig ist, das heif}t
wir haben nur die Abschéitzung

-n ]- —n —n
(11.7) [DH(2) = DH(2)| < Cxpqo) (A1 + 21217 < Cxp.ole]

Um die fehlende Integrierbarkeit zu kompensieren, setzen wir zusétzlich voraus, dass f
Holderstetig mit einem Exponenten « € (0, 1] ist, also

(11.8) [fla:= sup /(@) = /)] < 0.

ryeQ oty T —Yl*

Sei U C R™ offen und beschrinkt mit C'-Rand, so dass Q cC U, und z € Q. Dann gilt, wobei
im letzten Schritt der Satz von Gauf} auf das Vektorfeld y — H.(x — y)e; angewandt wird,

Orvse(z) = /Q (O:H.)(x — ) f(y) dy
— [@H) @ ) (1)~ f@) dy+ 5@ [ @@~ 9)dy
U U
- / () (x —y) (F(y) — F(2)) dy — f(2) / H.(z — y){(v(y). e3) dpu(y).
U oUu

Nun ist H = 0;G, und He(z —y) = 0;G(z — y) fiir y € OU und € > 0 klein. Setze

wii(@) = [ (GG =) (F) ~ F@)dy ~ 1) [ (0,6)(w ~ ) (w).ei) du(w)
U oUu
Die 0jv; konvergieren gleichmaBig auf €2 gegen w;j, denn aus (11.7) und (11.8) folgt
i (@) — Oivg ()] < / O (@ — y) — SHo(x — )| |F(y) — F()] dy
< f]a e* — 0.

Somit gilt ﬁfju = w;; € C%(Q). Insbesondere folgt, da AG = 0 auf R™\{0},
Mua) = —f(@) [ (DG =)o) duly)

_ @) / (DG(z ). v(y)) duly)
8B€(m)

Damit ist die Poisson-Gleichung Au = f in ) verifiziert. Es gibt stetige Funktionen f, fiir
die keine zweimal differenzierbare Losung der Gleichung Au = f existiert, die Voraussetzung
der Holderstetigkeit ist also nicht iiberfliissig.

Wir kommen zum Abschluss der Vorlesung zur Fourierintegraldarstellung, die wir zuerst
heuristisch als kontinuierlichen Grenzwert der Entwicklung in eine Fourierreihe herleiten. Sei
f € CP(R) und N > 0 so groB, dass spt f C (—Nm, Nm). Die normierten Basisfunktionen
mit Periode 27N lauten 1

wi (z) = et

V2T N
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Nach Satz 6.12 wird die Funktion f auf (—N7, N7) durch ihre Fourierreihe dargestellt, das
heifit fiir jedes x € (—Nm, N7) gilt

fa)= Y gre® ety = Y F(5) 3

k=—0oc0 k=—0o0
wobei )
F — iz fipyd )
) = 3= [ s ay

Falls nun F(p) fiir p — £o0 hinreichend schnell gegen Null geht, sollte die Riemannsche Sum-
me y oo F (%) % fiir N — oo gegen das Integral fR F(p) dp konvergieren. Dies motiviert
fir f € CX(R) die Darstellung

1 £ ipT mi £ :L e—ip
@) = == /R Foerdp mit f) = = /R fw)e ™ dy.

Der geschilderte Ansatz kann zu einem vollen Beweis ausgebaut werden, wir gehen aber
anders vor. Alle im Folgenden auftretenden Funktionen sind C-wertig.

Definition 11.2 Die Fouriertransformierte von f € L'(R";C) ist die Funktion

) . 1 .
fir e fo) = [ e a.
(2m)2 JRrn
Die inverse Fouriertransformierte von g € L'(R";C) ist
1 .
GRS C gl =t [ g0 dp
(27‘() 2 Jrn

Bevor wir die Frage angehen, inwiefern diese beiden Transformationen invers sind, notieren
wir einige wichtige Eigenschaften.

Satz 11.6 (Fouriertransformation auf L') Fiir f,g € L'(R";C) gilt:
(1) f e CO®R™C) und | fllgo@ny < (2m) 7% || fl|s-
(2) fxg=(2m)? fg.
(3) <f’g>L2(R") = <f7g>L2(Rn)'
Bewers: Fiir F(p,z) = f(z)e P} ist F(p,-) € L*(R™;C) fiir alle p € R™ sowie F(-,z) €
C°(R"; C) fiir L"-fast-alle x € R”, und es gilt
sup |F(z,p)| = |f(z)| € L'(R").
peER™

Also folgt die Stetigkeit von f aus der entsprechenden Aussage fiir Parameterintegrale, Satz
6.5. Die Abschétzung in (1) ist offensichtlich. Fiir (2) berechnen wir mit Fubini

— 1

* = T — e~ P g
fxg(p) @) /n Rnf(y)g( y) dy d

1 . |
= fly)e " PY) / g(x —y)e PV dz dy

|3
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Auch (3) folgt aus dem Satz von Fubini, und zwar gilt

F(p)g(p) = 71 z)e " P) gy
Rnf(p)g(p)dp = o /n o f(z) dz g(p) dp

= g L S [ o apis

= f(@)g(z) de.
Rn

O

Wir berechnen nun zwei Beispiele — das erste werden wir im Beweis von Satz 11.7 verwenden.
Beispiel 11.2 Fiir die Gauffunktion
G:R"—R,G(z)= e 1eP/2,

gilt G = G = G. Um dies zuniichst fiir n = 1 zu zeigen, berechnen wir mit Differentiation
unter dem Integral und partieller Integration

d

o —x2/2 —ixp d _ / o —x2/2 _—ixp d
(& e xr = 1r)e (& €T
dp Jr ]R( )

d .
= /<dace_x2/2> e "P dx
R
= (—p)/e_mQ/ze_izpdx,
R

das heif}t (6772/2@(]))), = 0. Aber nach Beispiel 8.2 gilt

1
G(0) = m/R/ Pde =1,

also folgt G = G. Fiir n beliebig folgt mit Fubini fiir z = (2/,z,) € R"! x R induktiv

G(p) = (2;)3 /R B e—\x’\2/2—i<m/’p/> /Re_(g;n)2/2—ia:npn dz,, dr’ — e_|p/|2/26_(pn)2/2 _ G(p)

SchlieBlich ergibt sich G(z) = G(—x) = G(x) wie behauptet.

Beispiel 11.3 Fiir a > 0 gilt

2 sin(pa) .
—— f 0
SR RTEL L

X[~a,a] (p) - 2
\/7(1 fir p = 0.
T

Das zweite Beispiel zeigt, dass die Fouriertransformierte einer L'-Funktion im allgemeinen
nicht wieder in L' liegt. Aufgrund dieser Asymmetrie kann das Problem der Fourierinteg-
raldarstellung im L!'-Kontext nicht befriedigend behandelt werden. Der richtige Raum ist
L%*(R";C), denn beziiglich der L?-Norm ist die Fouriertransformation sogar isometrisch.
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Satz 11.7 (Plancherel) Fir f € (L' N L2)(R™;C) gilt || fll2 = || fllzz = Il 2.

BEWEIS: Es reicht die Aussage fiir f zu beweisen, da f(z) = f(—z). Sei G(z) = e 1#*/2 und
Go(z) =07 "G (g) fiir o > 0. Dann folgt aus Beispiel 11.2

-n

(27T1)g /Rn Glop)e™ P2 dp — (2QTr)3 /n Glg)e 43 dg = o & <Q> Go(2).

Wir berechnen nun mit dem Satz iiber monotone Konvergenz und dem Satz von Fubini

I7I2: = lim | 1f()PGlep) dp
9\0
= “pa=y) qy dx G(op) dp
oy g\o/n/n [ #@Tw) ydx Glep)
— 1‘ _/L p?w_y> ()
Tw g{%/n /n L, Glop)e dp f(x)f(y) dy dx
= lim —y)dydx
@n? &% Rnf Golzr —y)dy
1
= —— lim z)(f*G,)(x)dx.
a7 [ S@F 6w
Aus Beispiel 8.2 folgt mit Fubini [, G(z)dz = (2 )% Aber nach Satz 11.2 konvergiert dann
(27)""2F % G, gegen [ in L*(R™;C), und es folgt || f]l12 = || f]l 2- O

Der Satz von Plancherel erlaubt es, die Fouriertransformation auf den Raum L?*(R"; C) fort-
zusetzen, obwohl das in der Definition gegebene Integral nicht notwendig konvergiert.

Satz 11.8 (Fouriertransformation auf L?) Es gibt eindeutig bestimmte Abbildungen
F, F*: LA (R";C) — L*([R";C) mit folgenden Eigenschaften:

(1) Ff = f und F*f = f fir alle f € (L* N L?)(R™;C),

2) IIF fllzz = I fllzz = |F*fll2 fir alle f € L*(R™;C).
Weiter gelten fiir f,g € L*(R™;C) folgende Aussagen:

B) (Ff.Fgre = f,9) 12 ={F" [, F 9) 12

(4) (Ff, 902 = ([, F g)12

(5) F*F = FF* =1dr2mn)-
BEWEIS: Der Raum (L' N L?)(R";C) ist dicht in L?(R™;C), denn fiir f € L?(R™;C) ist
XBr0)f € L'(R";C) nach Cauchy-Schwarz, und es gilt XBro)f — f in L?(R™;C) mit
R — oo. Die Eindeutigkeit und Existenz der Abbildungen F bzw. F* mit (1) und (2)

folgt damit leicht aus Satz 11.7. In dem komplexen Skalarproduktraum L2(R™;C) gilt die
Polarisationsformel

1 : : . ‘
(frgvee = 7 (If +gll7e = If = glifz +illf +igll7z —ill f —iglZ2) -
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Also folgt (3) aus (2). Da in (4) beide Seiten stetig bzgl. der L2-Norm sind, folgt die Aussage
aus Satz 11.6(3) durch Approximation. Schlielich ergibt sich aus (4) und (3)

<f*ffvg>L2 = <ff7fg>L2 = <fag>L27
also F*F f = f. Die Gleichung FF* f = f folgt analog. O

Im folgenden schreiben wir f bzw. § auch dann, wenn f, g nur in L?(R") liegen. Die Fourier-
transformation spielt eine wichtige Rolle in der Theorie linearer partieller Differentialgleichun-
gen. Dies basiert vor allem darauf, dass Ableitungsoperatoren in Multiplikationsoperatoren
transformiert werden. Es ist oft praktisch, dabei im sogenannten Raum der schnell fallenden
Funktionen oder Schwartz-Raum zu operieren:

(11.9) S(R™";C) = {f € C®°(R™C) : z*D’f ist beschrinkt fiir alle o, 3 € NI}
Wie iiblich ist hier 2@ = 2$" - ... - 22" und D? = &' ... 9. Fiir f € S(R™;C) gilt
|f(@)] < Cn (1 + |2)?)" ™2 fiir jedes N € N,

insbesondere ist f € LP(R™; C) fiir alle p € [1, 00]. AuBlerdem sind mit f € S(R™; C) auch 9; f
und z; f in S(R™; C) fiir 1 < j < n. Im Gegensatz zum Raum CZ°(R™; C) ist der Schwartz-
Raum S(R"™; C) invariant unter der Fouriertransformation, wie wir jetzt zeigen.

Satz 11.9 (Fouriertransformation auf S(R”;C)) Mit f ist auch f € S(R™;C) und

(1) 9;f(p) =ip;f(p) sowie x;f(p)=1i0;f(p).
1

(2) f(z) = —= f(P)€i<p’z> dp  fiir alle x € R™.
(271') 2 Jrn

BeEwEIS: Die Funktion f ist beschriinkt nach Satz 11.6(1). Wir berechnen mit partieller
Integration, sieche Satz 7.3,

— 1 . 1 0 . .

0; = —0 / 9: f)(z) e Pt gy = -~ / 7) —— e HPT) do — ip. .

i f(p) @n)? Rn( if)(x) @)% Ju I )&Ej p; f(p)
Weiter folgt durch Herausziehen der Ableitung aus dem Integral

) = O itpa gy PO itpa) gy — 0, f
1) = g [ S e = ot | i@ e = i, 0).

Insbesondere sind auch die Funktionen p; f und 0; f beschriinkt, wieder nach Satz 11.6(1).
Durch Induktion iiber |a| + |3| verifiziert man leicht die allgemeine Formel

DogBf = jlolt18l o pi f.

und erhilt f € S(R™). Aus Satz 11.8 folgt Behauptung (2) zunichst fiir £7-fast-alle z € R",
wegen der Stetigkeit beider Seiten also sogar fiir alle x € R™. Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir wollen zum Schluss des Kapitels noch zwei Anwendungen auf die Losung von linearen par-
tiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten behandeln. Typischerweise wird
dabei zunéchst mit einem Fourieransatz eine Losungsformel ermittelt, wobei die Eigenschaf-
ten der Fouriertransformation formal angewandt werden. In einem zweiten Schritt wird dann
gepriift, unter welchen Voraussetzungen an die Daten die Formel eine giiltige Losung liefert.
Dieser Punkt kann technisch anspruchsvoll sein — je nach Gleichung — und wird hier nur
angedeutet.
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Beispiel 11.4 Betrachte das Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung im R"™:

ou—Au=0 auf R" x (0, 00),
u(-,0)=f auf R".

Wir bilden die Fouriertransformierte (-, ¢) = m beziiglich der rdumlichen Variablen. Mit
Satz 11.9 erhalten wir fiir 4 das Anfangswertproblem

0=0w—Au = da+p*a auf R" x (0,00),
f = a(0,-) aufR"™

Es folgt @(p,t) = f(p) e """, Aber nach Beispiel 11.2 gilt fiir G_5;(z) = (2t)73 G (

Sk
3
~—

G mi(p) = G(V2tp) = G(Vatp) = eI0F".

Aus Satz 11.6(2) folgt nun u = (27)72 f * G /5, das heift

_lz—y|?

1
U(%t)zw/ﬂw@ 7~ f(y)dy.

Es ist leicht zu sehen, dass die Formel fiir beschrinkte und stetige Anfangsdaten f eine Losung
u € C®(R™ x (0,00)) N C%(R™ x [0,00)) des Anfangswertproblems liefert.

Beispiel 11.5 Als zweites betrachten wir das Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung;:
O'u—Au = 0 auf R" x (0, 00),
u(-,0) = f aufR",
Owu(-,0) = g auf R™
Wir fithren den analogen Fourieransatz durch und erhalten das Anfangswertproblem
0=0%u—Au = &a+|p*a auf R" x (0,00),

= 4(0,) aufR",
0u(0, -).

Q>
|

Es folgt diesmal fiir die Fouriertransformierte

R A . sint|p
a(p,1) = f(p) costlp| + 3(p) ‘p,' 5

Angenommen, es gibt eine Funktion R : R" x (0,00) — R mit R = (27)" 2 %. Dann

liefert formale Anwendung von Satz 11.6(2)

Fry = (mfRg- i) S,
o) = o (R77) = o (700 D)  fip) cont.



Die Losung des Anfangswertproblems wire dann v = 9;(R * f) + R * g. Fiir n = 1 konnen
wir R = % X[-t,q Wihlen nach Beispiel 11.3 und erhalten

T+t

w(zt) = (f(q:+t)+f(x—t)+/

5 . 9(y) dy> :

Dies liefert eine giiltige Losung v € C?(R x (0,00)) N CY(R x [0,00)), falls f € C*(R) und
g € CY(R). Fiir n = 2 behaupten wir

Rz, t) = - — X8O

21 /22 — a2

Denn mit Fubini folgt, zunéchst fiir p = (0, [p|) # 0,

~ —i<p,;r>
whpt) = o [

- L
21 Jjal<ty /12 — |z?

t —i(tp,y)
- L / gy
21 Jyl<1y /1 = |yl

T
t , 1-y3 1
= / e~ itlply2 / > . dy1 dys
2m Joa V1= V1—y3 =y

ot e [
= = ezm/dm
2w J 4 —14y/1—1n? et

t ot
- : / e—itlplo2 gy
—1

sin |p|t
pl

Dann gilt aber R(p, t) = % Sir‘lTJf‘t fiir alle p # 0, da beide Seiten invariant unter Drehungen

sind. Wir haben also fiir n = 2 die Formel

ult,z) = & t/ flz—ty) dy +t/ g(z —ty) dy
21 Jyl<1y /1 = [yl? 21 Jyl<1y /1 = Jyl?

Damit die Formel eine Losung u € C?(R x (0,00)) N CL(R x [0, 00)) definiert, miissen wir fiir
n = 2 mehr voraussetzen, nimlich ¢ € C?(R") und f € C3(R"). Beachte auch, dass R(-,t)
fiir n. = 2 nicht mehr in L2(R") liegt. Fiir n > 3 ist die Gleichung R(p,t) = (2r)" 2 Si%”‘t
gar nicht mehr durch eine Funktion lésbar; trotzdem kann mit dem Ansatz eine Losung
gefunden werden. Der zweite Schritt — die Rechtfertigung der Losungsformel — ist fiir die

Wellengleichung deutlich subtiler als fiir die Warmeleitungsgleichung.
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12 Anhang
Satz 12.1 (Heine-Borel) Sei (X, d) metrischer Raum. Fir M C X sind dquivalent:
(1) M ist folgenkompakt: jede Folge x € M hat einen Hiufungspunkt © € M.

(2) M st diberdeckungskompakt: ist M C |J;c; Uy mit Ug C X offen, so gibt es I' C T
endlich mit M C ;e Us.

BEWEIS: Sei M iiberdeckungskompakt. Ware M nicht folgenkompakt, so gibt es eine Folge
zr € M mit folgender Eigenschaft: zu jedem z € M gibt es eine offene Umgebung U, mit
xg ¢ U, fir hinreichend grofie k. Nach Voraussetzung wird M durch endlich viele Mengen
Uz,,...,Us, iiberdeckt, also folgt zj ¢ M fiir k gro, ein Widerspruch.

Sei nun umgekehrt M folgenkompakt, und (J;c;U; eine offene Uberdeckung von M.
Als erstes zeigen wir: es gibt ein p > 0, so dass fiir alle x € M ein i = i(z) existiert mit
By(x) C U;. Andernfalls gibt es zu k € N ein a3, € M mit By p(x)\U; # 0 fiir alle i € I.
Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt zp — = € M. Aber x € Uj, fiir ein ig € I, also
Byi(zr) C Uy, fiir k hinreichend grofl, Widerspruch.

Géabe es nun keine endliche Teiliiberdeckung, so finden wir induktiv x1,zs,... in M
mit zy ¢ Uf;ll By(z;). Es folgt d(xy,z;) > 0 > 0 fiir k > ¢, das heifit die Folge xj, besitzt
keine konvergente Teilfolge, im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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