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Bitte Beachten Sie folgende Hinweise:

e Resultate aus der Vorlesung diirfen Sie als bekannt voraussetzen. Begriinden Sie
nach Moglichkeit stichwortartig [hre Schritte.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Entscheiden Sie, ob die nachstehenden Folgen fiir n — oo konvergieren und bestimmen
Sie ggf. den Grenzwert (mit kurzer Begriindung).

n 1
a) an =Y gy D) an=n(2r = 1),

L: a) Mit Teleskopsummentrick gilt

b) Aufgabe in Serie 11

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Untersuchen Sie die folgende Reihe auf Konvergenz und absolute Konvergenz

D (DM B ).

00
k=1



L: Sei a;, = v/3 — 1. Die Folge {a;} ist eine monoton fallende Nullfolge. Nach Leibniz
konvergiert die alternative Reihe S 7o (—1)"1(3/3 — 1).

Wir behaupten, dass die Reihe S v ar = > oo (V3 — 1) nicht konvergent ist, d.h.,
S22 (=1)F+1(3/3 — 1) nicht absolute konvergent ist. Um die Behauptung zu zeigen, ver-
gleichen wir sie mit der harmonischen Reihe Y 77 %, die nicht konvergent ist:

Aus limy_, (1 + %)k =e < 3 gilt

1 1
14+ —)k -
( +l<;) <3<:>ak>k

fiir k& hinreichend groB. Also die Reihe 37 (—1)*({/3 — 1) ist nicht absolut konvergent.

Bemerkung: Man kann auch die folgende Behauptung benutzen: Die Reihe Y .- | ax mit
limy_,o0 kar = a > 0 ist nicht konvergent.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Die reelle Folge (a,)nen sei rekursiv definiert durch

ar=1 und auy1 =v2+a,

a) Zeigen Sie mittles vollstdndiger Induktion, dass 0 < a,, < 2.
b) Zeigen Sie, dass die Folge monoton ist.
c) Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert.

L: a) und b) sind leicht zu zeigen. Nach a) und b) ist die Folge monoton und beschrankt.
Nach der Vorlesung konvergiert die Folge gegen eine Zahl a € [0,2]. Mit der Rechnungs-
regeln von Grenzwert folgt aus a2, =2+ a,

a>=2+a,

die zwei Losungen, a = 2 und a = —1, hat. Die Losung a = —1 ist keine Losung, da sie
nicht im Intervall [0, 2] liegt. Also folgt a = 2.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2z° = 2 und fertigen Sie eine Skizze an.

L: In den Polarkoordinaten hat die Gleichung 2° = 2 die folgende Form
L5 5pis0 o
Also gilt 7 = v/2 und 6 = 2kn/5 fiir k € Z. Wir haben 5 Losungen, da 6 € [0, 27),
2 = V/2e2FT/5 mit k= 0,1,2,3, 4.

Aufgabe 5 (6 Punkte)
Betrachten Sie die Menge M = {(z,y) € R?* : 2?2 + y* < 1,y > 0}. Entscheiden Sie, ob
folgende Aussagen wahr sind, jeweils mit Begriindung;:

(a) M ist beschrankt.



(b) M ist offen.
(c) M ist abgeschlossen.

L: (a) M ist beschrankt, da |(z,y)] = /22 + 3% < 1.

(b) M ist nicht offen, da es keine Umgebung U von (0,0) € M mit U C M gibt.

(c) M ist nicht abgeschlossen, da eine Folge a,, = (0,1— %) € M existiert , die konvergiert,
aber der Grenzwert (0,1) = lim,,_, @, nicht in M liegt.

Aufgabe 6 (4 Punkte)

Bestimmen Sie die Konvergenzradien folgener Potenzreihen mit kiirzer Begriindung
a) Yool a"bFz"a,b >0,k €N b)Y en

n=0 9n
L: (a) Fiir z # 0 gilt

n+1bk ‘n-i—l

{an+1| _a |z
an a™bF|z|
Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe fiir 2| < £ und divergiert fiir [z] > 1,

d.h., der Konvergenzradius is R = -
(b) R = o0. Denn fiir jedes festes z € C gilt

= alz|.

n 1 . .
|aa+1| < 23]2\ <1/2 <1, fiir n hinreichend grof

Aufgabe 7 (4 Punkte)
Wir definieren die Funktion cosh (Cosinus hyperbolicus) durch

e.I + e—.l‘
2 .

Begriinden Sie, dass cosh : [0,00) — [1,00) eine Umkehrfunktion besitzt; diese wird
mit Arcosh Area Cosinus hyperbolicus) bezeichnet. Leiten Sie die Formel Arcosh( ) =

logy+\/y— (y € [1,00)) her.

Eine Aufgabe in Serie 11

cosh : [0, 00) = [1,00), cosh(z) =

Aufgabe 8 (6 Punkte)

L: Aus der Voraussetzung haben wir:
(1) Die Folge ist beschrinkt, d.h, es existiert M > 0 mit |a,| < M.
(2) Fiir bliebige € > 0 existiert Ny mit |a,, — a| < €/2, fiir alle n < N;. Wihle Ny mit

2M N,

2
Setze Ny = max{Ny, No}. Es folgt fir n > N

< €/2.

Aol = (o —a)+ (a2 —a) 4+ (0 )
< (o —a) + (a2 = a) + -+ (a, — @) + l(ax i1 — @)+ (a0 — @)
< 2MN1+6/2<6/2+6/2:€.



Also die Folge A,, konvergiert gegen a.

Die Umkehrung ist falsch. Sei a,, = (—1)". Die Folge konvergiert nicht, aber A, ist die
Nullfolge

1
|A,| < ——0.
n

Aufgabe 9 (4 Punkte)
Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen mit der Eigenschaft, dass (as,)nen, (@2n41)nen und
(a3n)nen konvergieren. Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen auch konvergiert.

L: Seien ay := lim, o a2y, b := lim,, o as,y1 und ¢ := lim, o, as,. Wir brauchen nur
a = b zu zeigen. (Wieso?)

Wir behaupten a = ¢ und b = ¢. Um a = ¢ zu zeigen, betrachten wir die Teilfolge {ag,}.
Da {ag,} eine Teilfolge von der Folge {as,}, bzw. von der Folge {as,} ist, gilt a = c.
Denn jede Teilfolge von einer konvergenten Folge ist konvergent und besitzt denselben
Grenzwert.

Um b = ¢ zu zeigen, betrachten wir {agon41)}- Da {ag@n+1)} eine Teilfolge von der Folge
{agn+1}, bzw. von der Folge {as,} ist, gilt b = c.



