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Aufgabe 1 (Konstruktion von äußeren Maßen)
Seien µi äußere Maße auf X und αi ∈ [0,∞]. Zeigen Sie, dass durch

µ(A) :=
∞∑
i=1

αiµi(A) (A ⊂ X),

ein äußeres Maß definiert, und dass Mengen µ-messbar sind, wenn sie µi-messbar sind für
alle i ∈ N.

Aufgabe 2 (Cantormenge)
Die Cantormenge C ist die Menge aller x ∈ [0, 1], die eine triadische Entwicklung x =
0, k1k2 . . . =

∑∞
j=1 kj · 3−j erlauben mit Ziffern kj ∈ {0, 2}. Zeigen Sie:

(a) Sei Cn die Menge der x = 0, k1k2 . . . ∈ [0, 1] mit kj ∈ {0, 2} für j ≤ n, und
C0 := [0, 1]. Dann ist Cn+1 die disjunkte Vereinigung

Cn+1 =
{x

3
: x ∈ Cn

}
∪
{

2

3
+
x

3
: x ∈ Cn

}
.

(b) C =
⋂∞

n=0Cn.

(c) C ist abgeschlossen und nicht abzählbar.

(d) C hat Jordan-Inhalt Null und ist nirgends dicht.

Aufgabe 3 (Zur Kompaktheit)
Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums (X, d), und (Ui)i∈I sei eine offene
Überdeckung von K. Dann gibt es ein δ > 0, so dass zu jeder Teilmenge A ⊂ K mit
diamA ≤ δ ein i ∈ I existiert mit A ⊂ Ui.

Aufgabe 4 (Nullmengen)
Sei µ ein äußeres Maß auf X. Zeigen Sie:

(a) Jede Nullmenge ist µ-messbar.

(b) Jede Teilmenge einer µ-Nullmenge ist wieder µ-Nullmenge.

(c) Eine abzählbare Vereinigung von µ-Nullmengen ist ebenfalls eine Nullmenge.
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