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Aufgabe 1 (System der Borelmengen)
Sei B™ das System der Borelmengen im R™ = RP x R?. Zeigen Sie BP x B? C B".

Aufgabe 2 (Mafle von Kugeln)
Sei p ein Borelmafl auf R™. Betrachten Sie die Funktion

0 :R" x ([0,00) = [0,00), O(x,r) = p(B.(x)) wobei B.(z) ={y e R": |y — x| <r}.

Zeigen Sie: die Funktion 6(-, r) ist unterhalbstetig und messbar beziiglich B".
Hinweis: Eine Funktion f heifst unterhalbstetig in xo, wenn iminf, ., > f(xo).

Aufgabe 3 (Integration bzgl. Bildmaf)
Sei f: X — Y messbar bzgl. der o-Algebren A C 2% und B C 2Y, also f~!(B) € A fiir
alle B € B. Sei weiter p ein Maf} auf A.

(a) f(u)(B) := u(f~Y(B)) ist ein MaBl auf B.
(b) Ist g : Y — R messbar bzgl. B, so ist g o f messbar beziiglich A.

(c) Fir eine B-messbare Funktion g : Y — [0, co] ist

[odtrwn = [gosdn

Aufgabe 4 (Konvergenz im Maf3/Stochastische Konvergenz I)

Sei 1 ein Mafi auf X mit u(X) < oo. Die Folge messbarer Funktionen f, : X — R
konvergiere punktweise p-fast-iiberall gegen eine messbare Funktion f : X — R. Zeigen
Sie fiir jedes € > 0

Tim p({o € X1 |fue) - f@)] 2 e}) =0,
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