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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei ε > 0 beliebig. Konstruieren Sie eine Folge (a1, b1), (a2, b2), · · · von offenen
Intervallen mit Q ⊂ ∪∞i=1(ai, bi) und

∑∞
i=1 |bi − ai| < ε. Zeigen Sie, dass dann

∪∞i=1(ai, bi) 6= R gilt.

Aufgabe 2 (12 + 4∗ Punkte )
Definition. Eine Familie (ai)i∈I reeller Zahlen heißt summierbar mit Summe a,
wenn es zu jedem ε > 0 eine endliche Teilmenge E0 ⊂ I gibt, so dass für jede
endliche Teilmenge E ⊂ I mit E0 ⊂ E die Ungleichung |a−

∑
i∈E ai| < ε gilt.

a). Beweisen Sie: (ai)i∈I ist genau dann summierbar, wenn es zu jedem ε > 0 eine
endliche Teilmenge E0 ⊂ I gibt, so dass für jede zu E0 disjunkte endliche Teilmenge
K ⊂ I gilt, dass |

∑
i∈K ai| < ε.

b). Zeigen Sie, dass (ai)i∈I genau dann summierbar ist, wenn (|ai|)i∈I summierbar ist.

c). Beweisen Sie: Eine Familie (ai)i∈I nicht-negativer reeller Zahlen ist genau dann
summierbar, wenn es c ∈ R gibt mit

∑
i∈E ai < c für jede endliche Teilmenge E ⊂ I.

d). Zeigen Sie, dass jede Teilfamilie (ai)i∈J , J ⊂ I einer summierbaren Familie
(ai)i∈I wieder summierbar ist.

e). Ist (ai)i∈I summierbar und für J ⊂ I eine endliche Zerlegung J = J1 ∪ · · · Js in
paarweise disjunkte Teilmengen J1, · · · , Js ⊂ J gegeben, so gilt∑

i∈J

ai =
∑
i∈J1

ai + · · ·+
∑
i∈Js

ai.

f). Sei (ai)i∈I summierbar und sei Jk ⊂ Jk+1 ⊂ I eine Folge mit ∪∞k=1Jk = I. Dann
gilt ∑

i∈I

ai = lim
k→∞

∑
j∈Jk

ai.

g). Sei (ai)i∈I summierbar. Dann sind nur abzählbar viele ai von Null verschieden.

i). Wie kann man “Eine Familie (ai)i∈I reeller Zahlen heißt summierbar mit Summe
∞” sinnvoll definieren?
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