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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei (µn)n eine isotone Folge von Prämaßen auf einem Ring R, d.h. µn(A) ≤ µn+1(A)
für alle A ∈ R und alle n ∈ N. Zeigen Sie, dass µ(A) := limn→∞ µi(A) ein Prämaß
auf R definiert.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Sei An ∈ A.
(a) Zeigen Sie, dass lim supn→∞An, lim infn→∞An ∈ A. (Die Definitionen des Limes
Superiors und des Limes Inferiors finden Sie in der Aufgabe 2, Serie 2)
(b) Sei µ(∪k≥NAn) < ∞ für ein N ∈ N. Zeigen Sie, dass µ(lim supn→∞An) ≥
lim supn→∞ µ(An).
(c) Zeigen Sie µ(lim infn→∞An) ≤ lim infn→∞ µ(An).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei µ : 2X → [0,∞) ein äußeres Maß und sei M das System der µ-messbaren
Mengen. Seien d :M×M→ [0,∞) und die Relation ∼ definiert durch

d(A,B) := µ(A4B), A ∼ B ⇔ µ(A4B) = 0.

Zeigen Sie, dass (M/ ∼, d) ein vollständiger, metrischer Raum ist. (vgl. Aufgabe 1,
Serie 3)

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei (X,A, µ) ein Maßraum. Man nennt A ∈ A µ-Atom, wenn µ(A) > 0 und wenn
für jedes B ∈ A mit B ⊂ A gilt µ(B) = 0 oder µ(A\B) = 0. Man zeige:
(i) Es sei A ein µ-Atom mit B ∈ A und B ⊂ A. Dann gilt entweder µ(B) = µ(A)
oder µ(B) = 0.
(ii) Es sei A ∈ A mit 0 < µ(A) < ∞. Ferner gelte für jedes B ∈ A mit B ⊂ A
entweder µ(B) = µ(A) oder µ(B) = 0. Dann ist A ein µ-Atom.
(iii) Es seien µ σ-endlich und A ∈ A ein µ-Atom. Dann gilt µ(A) <∞.
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