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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Definition. In einem Mafraum (X, A, p) wird eine Folge messbarer Funktionen f,
fast gleichméBig konvergent gegen eine Funktion f genannt, wenn fiir jedes € > 0
eine Menge A € A ezistiert, sodass u(A) < € und f, auf dem Komplement Q\ A
gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

Sei p ein endliches Mafl auf X. Seien f,,, f p-messbar und fast iiberall endlich und
seien f, fast gleichméfig konvergent gegen f. Zeigen Sie, dass f,, — f p-fast iiberall.
Bemerkung: Dies ist im gewissen Sinne die Umkehrung des Satz von Egorov.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei f € L'(R) und es gelte [, fdL' = 0, fiir alle messbare Mengen A C R. Zeigen
Sie, dass f = 0 £! fast iiberall in R.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei f € L>®(X). Zeigen Sie:

a) || fllee = sup{M; u({|f| = M}) # 0}

b) || fllec = inf { sup,cx lg(x)]; g = f fast iiberall in X}.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Definition. 1). Fin normierter Raum (X, || - ||) heifit separabel, falls es eine
abzdihlbare, dichte Teilmenge gibt.

2) Sei (X, A, p) ein Mafiraum. Dann heifit u separabel, falls es Mengen E; € A fiir
1 € N mit den folgenden Figenschaften gibt:

(i) u(E;) < oo fiir i € N.

(i1) Fiir jedes E € A mit u(E) < oo und € > 0 gibt es ein i € N mit uy(EAE;) < e.

a) Sei (X, A, 1) ein Mafiraum und p separabel. Zeigen Sie, dass L' () separabel ist.
Tipp: Sei Sy die Menge der Funktionen der Form ZZ]\LI a;xg;, mit N € N und o; €
Q und E; wie in der Definition. Zeigen Sie, dass Sy dicht in der Menge S der
Funktionen der Form Y.~ sixa, mit N € N mit s; € R, A; € A und p(A;) < 0o
ist. Nutzen Sie |xa — xB| < |xaaB|-

b) Zeigen Sie, dass A" separabel ist. Folgern Sie, dass L™(Q2) fiir jede offene Menge
) C R" separabel ist.

Tipp: Approzimieren Sie zundchst die offenen Mengen durch geeignete Quader.
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