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Vorbemerkung zu Euklidischen Isometrien

Eine Abbildung f : (X,d) — (Y, d) zwischen metrischen Rdumen heisst isometrisch, falls
d(f(:vl),f(:vg)) =d(x1,x9) fiir alle x1, 29 € X.

Offenbar ist eine isometrische Abbildung injektiv. Sie heifit Isometrie, wenn sie auflerdem
surjektiv ist, und damit bijektiv. Ziel ist hier die Bestimmung aller Isometrien f : R™ — R"™
beziiglich des Euklidischen Abstands d(x,y) = |x — y|. Die Invarianz geometrischer Eigen-
schaften von Kurven oder Flichen unter Isometrien wird spéter oft relevant sein.

Lemma 0.1 Die Isometrien eines metrischen Raums (X, d) bilden eine Gruppe.

BEWEIS: Gemeint ist, dass die Isometrien bzgl. der Verkettung eine Gruppe bilden, das heifit
eine Untergruppe der Bijektionen von X. Aber fiir [sometrien f, g von X gilt

d(g~ f(x), 97 f(y)) = d(99™ f(2),997" f(y) = d(f(x), f(y)) = d(,y),
das heiit g~ f ist wieder Isometrie. O

Die Translationen 7, : R" — R", 7,(z) = x + a, sind offenbar Isometrien. Aus der linearen
Algebra kennen wir aulerdem die orthogonalen Abbildungen

O(n) ={S € GL(R") : (Sz, Sy) = (z,y) fir alle z,y € R"}.

Wir zeigen nun, dass sich jede Isometrie des R™ aus einer Translation und einer orthogonalen
Abbildung zusammensetzt.

Satz 0.1 (Isometriegruppe von R") Die Isometrien des R"™ sind von der Form
f(z)=Sz+a mitSe€On) undacR".
Diese Abbildungen nennt man auch Euklidische Bewegungen (rigid motions).

BEWEIS: Sei f: R" — R" eine Isometrie, zunéichst mit f(0) = 0. Dann folgt

(@) = d(f(2),0) = d(f(x), £(0)) = d(z,0) = |z].

Mit der Polarisationsformel schlielen wir, dass f das Skalarprodukt erhélt:

G W) = —5(0@) — TP ~ @)~ 16)P)

1

=~z =y~ e~ )

= (z,y).

Ist ey, ..., e, die Standardbasis, so folgt

(fei), flej)) = (eisej) = dij,

das heifit f(e1),..., f(en) ist wieder eine Orthonormalbasis, und es folgt fiir x € R™
Fla) = (f(x), fle) fle) = a'f(es).
i=1
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Somit ist f eine lineare Abbildung (was ja nicht vorausgesetzt war!). Da f das Skalarprodukt
erhélt, ist f(z) = Sz fiir ein S € O(n). Ist f(0) = a € R™ beliebig, so gilt (7_, o f)(0) = 0.
Wie gezeigt ist dann 7_, o f(x) = Sz fiir ein S € O(n), also f(z) = Sz + a. O

Bemerkung. Fiir eine Isometrie f : R™ — R” ist die Darstellung f(z) = Sz + a eindeutig
bestimmt, denn es gilt a = f(0) und S = D f(0) (sogar S = D f(x) fiir jedes x € R™).

Definition 0.1 Die Isometrie f : R" — R", f(x) = Sx + a, heifit orientierungserhaltend
oder eigentliche Bewegung, falls det S = 1.



1 Bogenlinge parametrisierter Kurven

Definition 1.1 Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung ¢ € C*(I,R™) mit k € Ny U {oo}
heif$t parametrisierte Kurve (der Klasse C*) im R™.

Mit I = [a, b] bezeichnen wir die Menge {c(a), ¢(b)} als die Endpunkte von ¢, genauer ist c(a)
der Anfangspunkt und ¢(b) der Endpunkt.

Beispiel 1.1 ¢: R — R", ¢(t) = p+ tv, wobei p € R"” und v € R".
Beachten Sie, dass der Fall v = 0, also ¢(t) = p fiir alle ¢, auch zugelassen ist.

Beispiel 1.2 c: R — R?, ¢(t) = r(cost,sint).
Kreis mit Radius r > 0

Beispiel 1.3 c: R — R3, ¢(t) = (rcost,rsint,at)
Schraubenlinie mit Radius r > 0, Ganghohe 27a

Eine Zerlegung Z von I = [a,b] ist ein Tupel (tg,...,txy) mit a =ty < t;... <ty = b. Fiir
c € C°(I,R™) setzen wir

(1.1) Lz(c) = Z le(t:) — e(ti-1)]-

Lz(c) ist die Lénge des ¢ einbeschriebenen Polygonzugs, der durch Z definiert ist.

Definition 1.2 Sei I = [a,b]. Die Linge der parametrisierten Kurve ¢ € CO(I,R") ist

L(c) =sup Lz(c) € [0, 00].
z
Ist L(c) < oo, so heif$t ¢ rektifizierbar.

Lemma 1.1 Seic: I = [a,b] — R™ Lipschitzstetig mit Konstante Lip(c) < co. Dann ist ¢
rektifizierbar, und es gilt

L(c) < Lip(c) |{].
BEWEIS: Fiir eine beliebige Zerlegung Z ist

N

Lyz(c) =Y le(ti) — e(tim1)| < Lip(c)

i=1 z:l

Mz

= Lip(c) |1].

Lemma 1.2 Sei 7 € I = [a,b]. Dann gilt fiir c € CO(I,R")

L(c) = L(c|fa,7) + L(clirp)-



BEWEIS: Setze I} = [a,7] und Iy = [r,b]. Sind Z;, Zy Zerlegungen von I; und Is, so ist
(Z1, Z3) Zerlegung von I und folglich

Lz, (cln) + Lzy(clr,) = L(z,,25)(¢) < L(c).
Bildung des Supremums iiber alle Z, Zs ergibt
L(e|r) + L(e|r,) < L(c).
Fiir die umgekehrte Ungleichung sei Z = (to,...,tn) eine beliebige Zerlegung von [a,b].

Dann gibt es ein r € {1,..., N} mit 7 € [t,_1,%,], und wir erhalten die Zerlegungen Z; =
(toy...,tr—1,7) von Iy sowie Zo = (T,ty,...,tn) von I5. Es folgt aus der Dreiecksungleichung

N
Lz(e) = Zlc(t@-)—c(tz;l)l

IN

N
S eft) = et + le(r) — et} + leltr) = (D) + 3 Jlt) = etir)
i=1

i=r+1
= LZl (C|11) + LZ2 (C|12)
< L(c|r) + L(c]1,)

Bildung des Supremums iiber alle Z ergibt
L(c) < L(c|r,) + L(c|r,)-

O

Satz 1.1 (Bogenlingenformel) Sei I = [a,b] und ¢ € C°(I,R™) stiickweise C'. Dann ist
c rektifizierbar und es gilt
c) :/\c’\.
I

BewErs: Wir kénnen ¢ € C(I,R") annehmen, fiir stiickweise C'-Kurven verwenden wir
dann die C'-Aussage auf jedem der Teilintervalle und addieren mit Lemma 1.2. Fiir jede
Zerlegung Z = (tg,...,tn) von [a,b] gilt

N

:Zl|c(t —cll|—2‘/ dt‘ Z/ (t)|dt = /|c )| dt.

Also ist ¢ rektifizierbar und es folgt

b
(1.2) L(c) < / I (t)| dt.

Definiere die Bogenlingenfunktion von ¢ durch o : [a,b] — R, o(t) = L(c|jqy). Wir zeigen
eine differentielle Fassung der Behauptung, und zwar

(1.3) a(t)=|d(t)| fiir alle t € [a,b].



In der Tat folgt die Aussage hieraus durch Integration:

b b
L(c):a(b):@+/ a’(t)dt:/ ()] dt.
=0

Nun gilt nach Definition der Linge, Lemma 1.2 und Ungleichung (1.2)
— L — t2
le(te) — e(t)] _ Llclpw) _ o(ta) —o(t) _ 1 / ()] dt.

to — 11 T ot — 1 to — 11 Tte—11 Jy,

Fiir t9 \  t1 bzw. t; " t9 ergibt sich (1.3), und damit der Satz. O

Grob gesagt besteht eine parametrisierte Kurve aus ihrem Bild im R"™ und einem Fahrplan, wie
dieses Bild durchlaufen werden soll. In der Physik spielt der Fahrplan eine wesentliche Rolle
— zum Beispiel das 2. Keplersche Gesetz fiir die Bewegung der Planeten um die Sonne. In der
Geometrie ist man gerade an Eigenschaften interessiert, die nicht vom Fahrplan abhéngen.
Dies zeigen wir jetzt fiir die Bogenlédnge.

Lemma 1.3 Sei c € C°(I1,R"™) und ¢ € C°(I, I1) bijektiv. Dann gilt L(co @) = L(c).

BEWEIS: Seien I, = [ag,bg] fir £ = 1,2. Mit dem Zwischenwertsatz sieht man leicht, dass
¢ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist. Ist Z = (s, ..., sn)
Zerlegung von I und t; = ¢(s;), so ist im ersten Fall (¢, ..., tx) Zerlegung von I, im zweiten
Fall ist (tn,...,to) eine solche Zerlegung. In jedem Fall gilt

N N
Lz(cop) = ) lelp(si) = clp(sim))l = Y le(ti) = eltio)| < L(e).
i=1 i=1

Es folgt L(co @) < L(c). Aber ¢ = (co ) o o~ !, und somit L(co ) = L(c). O
Im allgemeinen muss das Bild einer parametrisierten Kurve nicht lokal eine Untermannig-
faltigkeit sein, selbst wenn ¢ € C*°(I,R"). Es kann ,,Singularitéten“ geben wie in folgendem
Beispiel der Neil’schen Parabel.

Beispiel 1.4 c: R — R2, ¢(t) = (t2,13)
Definition 1.3 FEine Kurve ¢ € C'(I,R") heifst regulir, falls

d(t)#0 firalletel.

Wir haben gesehen, dass die Bogenlénge unter stetigen Umparametrisierungen invariant ist.
Wir wollen den Begriff der Umparametrisierung aber enger fassen, damit die Eigenschaft der
Regularitédt erhalten bleibt.

Definition 1.4 Seien ¢ : I, — R", k = 1,2. Dann heifit co Umparametrisierung von ci,
falls es ein o € C1(Iz, 1) gibt mit ¢’ # 0, so dass cy = c1 0 .

Mit dieser Definition bleibt die Regularitdt bei Umparametrisierung erhalten, denn

(c1op) =(chop) #0 falls ¢,¢' #0.

© heifit richtungstreu wenn ¢’ > 0, andernfalls heifit ¢ richtungsumkehrend.

Weitere Grofien, die unter Umparametrisierungen invariant sind:



e das Bild ¢(I) von ¢ (andere Bezeichnung: Spur von c¢)

e die Menge {c(a),c(b)} der Endpunkte; im richtungstreuen Fall Anfangspunkt ¢(a) und
Endpunkt ¢(b) einzeln.

e die Tangente R ¢/(¢) von ¢ in t. Genauer hat ¢; = ¢; 0 im Punkt s mit ¢(s) = ¢ dieselbe
Tangente.

Lemma 1.4 Auf der Menge aller parametrisierten Kurven ¢ im R"™ ist durch
c1~cy & ey ist Umparametrisierung von cy

eine Aquivalenzrelation definiert.

BEWEIS: Zu zeigen ist die Reflexivitédt, Symmetrie und Transitivitdt. Beachte dazu:

c: I —-R" = ¢ = coids
Cog =C1 0 = 1 = czogo_l
cp=clop,cg=cy0t = c3 = cro(po).

Da ¢/ # 0, ist ¢! von der Klasse C! und es gilt

; 1
1

(1) = Fop 1 # 0.

Ebenfalls ist ¢ o ¢ von der Klasse C'!' mit Ableitung (¢ o ¥)" = (¢’ 0 9) 1)’ # 0. Damit sind
die Relationen ¢y ~ ¢; und ¢; ~ c3 bewiesen. |

Definition 1.5 FEine Kurve ¢ € C1(I,R™) heifit nach der Bogenlinge parametrisiert, falls
gilt:
|Id(s)| =1 fiir alle s € I.

Fiir [s1, s2] C I folgt dann aus Satz 1.1
52
Llelono) = [ 1(6)]ds = 52— 1,
s1
das heif3t eine nach der Bogenlénge parametrisierte Kurve ¢ bildet léngentreu ab. Physikalisch

betrachtet wird die Kurve mit der konstanten Absolutgeschwindigkeit |¢/| = 1 durchlaufen.

Satz 1.2 (Parametrisierung nach der Bogenlinge) Seic: I — R" eine requlire para-
metrisierte Kurve der Klasse C* mit k > 1. Dann gibt es eine Bijektion ¢ € C*(J,I) mit
¢ >0, so dass co ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

BEWEIS: Betrachte fiir ein tg € I die Bogenlédngenfunktion
t
o: I =R, o(t)= [ |d(1)dr.
to

Es gilt fiir jede Bijektion ¢ € C1(J,I) mit ¢’ > 0 nach der Kettenregel

[(cop)|=(c]op)¢ =(c"0p)¢ = (00p).



Der Satz folgt, wenn wir ¢ als Umkehrfunktion von ¢ wahlen kénnen. Aber nach Vorausset-
zung ist o' (t) = |c/(t)| > 0, und mit J = o(I) ist ¢ € C*(I,.J) ist umkehrbar. O
Bemerkung. Sind c¢; und ¢ = ¢; o ¢ nach der Bogenlédnge parametrisiert, so folgt

1 =|ch(s)| = ler (e ()¢ (s)] = |¢/ (s)]

das heifit p(s) = £s+ s fiir sg = ¢(0) € R.



2 Kriimmung von Kurven

Definition 2.1 Seic € C'(I,R") eine requlire Kurve. Eine Einheitsnormale lings c ist eine
Abbildung v € C°(I,R™) mit

lv(t)| =1 und (c(t),v(t)) =0 firalletel.
Fiir ebene Kurven, also n = 2, gibt es eine bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmte Ein-

heitsnormale. Wir wollen uns im folgenden auf diesen Fall konzentrieren. Um eine Normale
explizit anzugeben, sei J € SO(2) die Drehung um den Winkel 7,

(2.1) J€1 = €9, Jeg = —€1 bzw. J = <(1) _01> .

Identifizieren wir z = (z,y) € R? mit 2z = o + iy € C, so gilt Jz = iz fiir i = v/—1.

Lemma 2.1 Seic € CY(I,R?) regulir. Es gibt genau zwei Einheitsnormalen lings c, ndmlich
v=Jr und v=-Jr wobeiT =

Beweris: Es gilt |J7| = |7| = 1 und (J7,7) = 0, also sind +J7 Einheitsnormalen léngs c. Fiir
jede Einheitsnormale v lings c gilt, da (¢/(t))* eindimensional ist,

(v(t),Jr(t)) =+1 firalletel.

Aus Stetigkeitsgriinden ist entweder v = J7 oder v = —J7 auf ganz I. O

Aus der Darstellung folgt v € C*¥~1(I,R?), falls ¢ € C*¥(I,R?). Bei der folgenden Definition
beschrinken wir uns zunéchst auf bogenlidngenparametrisierte Kurven, weil die Formeln dann
besonders einfach sind. Wir kommen aber auf beliebige regulére Kurven im Anschluss zuriick.

Definition 2.2 Sei c € C?(I,R?) nach der Bogenlinge parametrisiert, und v Normale lings
c. Die Krimmung von c beziiglich v ist die Funktion

s I =R, x(s)=("(s),v(s)).
Zur Rechtfertigung der Definition betrachten wir das offensichtliche Beispiel, ndmlich Kreise.

Beispiel 2.1 Definiere die nach der Bogenldnge parametrisierten Kreise

c:R—R? ¢(s) =r(cos f,sinf)
r r

Wir wihlen v(s) = —( cos 7, sin f), das heifit v weist ins Innere des Kreises. Es ergibt sich

x(s) = ("(s),v(s)) = % fiir alle s € R.

Die Kriimmung ist also konstant, wie es sein soll, und umgekehrt proportional zum Radius.



Um allgemein das Vorzeichen der Kriimmung zu interpretieren, betrachte
ET = {2€R?:(z—c(sq),v(s0)) >0}
E- = {z€R?:(z—c(sg),v(s0)) <0}
Mit h(s) = {(c(s) — ¢(so), v(s0)) gilt
h(s) >0 (bzw. h(s) <0) < c(s) € ET (bzw. c(s) € E7).

Berechne nun h(sg) = 0, h'(sp) = (< (s0),v(s0)) = 0 und weiter

h'(s0) = (" (s0),¥(s0)) = #(s0) = h(so) = %%(80)(8 — 50)* + o(|s — s0[?),
das heifit es gilt

x(s0) >0 = c(s) € ET fiir s nahe s,
#(s9) <0 = «¢(s) € E~ fiir s nahe sg.

Lemma 2.2 Seic: I — R? nach der Bogenlinge parametrisiert und v : I — R? Normale
lings c. Sei F(z) = Sz + a eine Euklidische Bewegung, also S € Q(2) und a € R%. Dann
ist Sv eine Normale lings F o ¢, und beziiglich dieser Normalen haben beide Kurven dieselbe
Krimmungsfunktion.

BEWEIS: Zunéchst gilt |(Foc)'| = |Sd| = || = 1, das heifit Foc ist auch nach der Bogenléinge
parametrisiert. Weiter folgt

|Sv| =|v| =1 sowie ((Foc),Sv)=(Sc,Sv)=(/,v)=0.
Somit ist Sv Normale langs F o ¢. Schliellich berechnen wir
(Foc), Sv)=((Sc),Sv) = (S, Sv) = (", v),
womit die Gleichheit der Krimmungsfunktionen verifiziert ist. O

Lemma 2.3 (Frenetgleichungen) Sei c € C?(I,R?) nach der Bogenlinge parametrisiert,
und v Einheitsnormale lings c. Dann gelten mit T = ¢’ die Gleichungen

()=(% a0

BEwEIs: Die Vektoren 7, v sind normiert, daher gilt

1 1
0= 5(7’, Y ={(,7) und 0= §<V, vy =/, v).

Es folgt 7/ = (7', v)v = (¢, v)v = »v nach Definition der Kriimmung. Schliefillich

Wy = w7 —{v,7) = —2.
=0



Beispiel 2.2 Sei ¢ € C%(I,R?) nach der Bogenlinge parametrisert, und mit Kriimmung
/N —

identisch Null. Dann folgt aus den Frenetgleichungen ¢’ = 0, also ¢(s) = p+ sv fiir p,v € R,
|v| = 1. Die Kurve ¢ parametrisiert also ein Stiick einer Geraden.

Satz 2.1 (Hauptsatz fiir ebene Kurven) Zu jeder Funktion k € C°(I) gibt es eine nach
der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ € C?(I,R?), die beziiglich einer Normalen v die
Kriimmung »x = k hat. Die Kurve ist eindeutig bestimmt bis auf Euklidische Bewegungen.

BEWEIS: Wir zeigen als erstes die Eindeutigkeit. Seien ¢ 2 € C?(I,R?) nach der Bogenlinge
parametrisiert mit Kriimmung »z; o = k beziiglich der Normalen vy 5. Wir wihlen s € I und
kénnen nach einer Euklidischen Bewegung annehmen, dass

c1(80) = e2(s0), ¢} (s0) = ch(s0) und v1(sg) = va(sp).

Aber dann 16sen sowohl 71 = ¢}, v als auch 75 = ¢}, 15 die Frenetgleichungen mit demselben
Koeffizienten k, und haben auch dieselben Anfangswerte. Der Eindeutigkeitssatz fiir das
Anfangswertproblem liefert 7 = 7, und damit ¢; = ¢o durch Integration. Fiir die Existenz
geben wir die gesuchte Kurve explizit an, und zwar sei

d(s) = (—sinf(s),cos6(s)) mit 6(s) = /S k(o) do.

0

Beziiglich v(s) = —(cosf(s),sinf(s)) hat ¢ die Kriimmung s = k wie gefordert. O

Wir kommen jetzt auf Kurven zuriick, die nicht nach der Bogenldnge parametrisiert sind. Die
folgende Definition ist konsistent mit Definition 2.2.

Definition 2.3 Sei ¢ € C?(I,R?) eine regulire Kurve. Beziiglich der Einheitsnormalen v
tings c ist die Kriimmung definiert durch

%:I—)R,%(t):%.

Lemma 2.4 Seic; € 02(11,R2) requldre Kurve mit Einheitsnormale vy lings c1. Ist cog =
c1 0@ € C?(I,R?) eine Umparametrisierung, so ist vi o o Normale lings ca und es gilt

9 = 31 0 Q.
Beweis: Es gilt ¢ € C?(Iy, I;) nach Ubungsaufgabe XX. Wir berechnen
h=(hop)y und & =(fop) () +(hop)y”.
Also ist 171 o p Normale ldngs co, und wir erhalten

! vy o ' o vy o
%2:<2’/290>:<1 ,QD’ 280>:%10Q0'
|| |} o ¢l

O

Fiir regulére Kurven folgt die Invarianz der Kriimmung unter Euklidischen Bewegungen di-
rekt aus dem bogenlingenparametrisierten Fall, siche Lemma 2.2, und der in Lemma 2.4
bewiesenen Invarianz unter Umparametrisierungen.

10



Beispiel 2.3 Betrachte eine als Graph gegebene Kurve
c: 1 =R c(z) = (z,u(z)).
Wir haben dann léngs ¢ die nach oben weisende Einheitsnormale

(—v'(2),1)
V14 ()2
Fiir die Kriitmmung erhalten wir somit die Formel
u//(x)

(1+w(z)?)?

v(z) =

#(x) =

Jetzt wollen wir Kurven mit héherer Kodimension betrachten. Die fiir ebene Kurven gegebene
Definition klappt nicht mehr, weil es keine eindeutige Normale gibt. Insbesondere kann ein
Vorzeichen der Kriimmung nicht sinnvoll definiert werden, deshalb wird die Kriimmung als
nichtnegativ erklirt. Beachten Sie die Analogie zu Definition 2.3.

Definition 2.4 Die Kriimmung einer reguliren Kurve ¢ € C%(I,R") ist die Funktion

/
wobei (")t =" — (", 7)1 mit T= ﬁ
c

Die Formel kann folgendermafien umgeschrieben werden:

NI

B (|Cl|2|cu|2 _ <C/,C”>2)
/|3

e

Ist ¢ = ¢(s) nach der Bogenlidnge parametrisiert, so gilt insbesondere

x(s) = |"(s)].

Genauso wie im Fall n = 2 sieht man die Invarianz der Kriimmung unter Umparametri-
sierungen und Euklidischen Bewegungen, wobei hier auf Normalen nicht zu achten ist. Im
Gegensatz zu den ebenen Kurven ist im Fall n > 3 eine Kurve aber nicht bis auf Bewegungen
durch die Kriimmung bestimmt, dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 2.4 Fiir die Schraubenlinie ¢ : R — R3, ¢(t) = (rcost,rsint,at), gilt ¢(t) =
(—rsint,rcost,a) und ¢’(t) = (—rcost, —rsint,0). Daraus folgt |¢'(t)|? = 72 + a2, |’ (t)* =
r2 und (¢(t),c"(t)) = 0. Somit ist die Kriimmung konstant, und zwar

()

r

= m fur alle te R,

wie fiir einen Kreis mit Radius (r? + a?)/r.

Im hoherdimensionalen Fall ist eine Kurve also nicht durch die Kriimmung festgelegt, und es
stellt sich die Frage nach zusitzlichen Invarianten. So kann fiir C3-Kurven im R? als weitere
Grofle die Torsion eingefiithrt werden. Als erstes Ergebnis kann dann gezeigt werden, dass
eine Kurve mit verschwindender Torsion eben ist. Leider ist die Torsion in Nullstellen der

11



Kriimmung nicht definiert, und in den Anwendungen muss man sich auf Kurven beschrinken,
deren Kriimmung nicht verschwindet, sogenannte Frenetkurven. Wir wollen das hier nicht
vertiefen.

Stattdessen kommen wir noch zu einer globalen Interpretation der Kriimmung. Dazu
fithren wir als weitere Variante den Kriimmungsvektor einer reguliren Kurve ein. Dieser
h&ngt nicht von der Wahl einer Normalen ab.

Definition 2.5 Der Krimmungsvektor einer requliren Kurve ¢ € C*(I,R") ist

#:1—R" %)=
Der Kriimmungsvektor hat eine Schliisselrolle in der Variation der Bogenlénge.

Satz 2.2 (Erste Variation der Bogenlinge) Seic € C%(I x (—¢g,20), R") mit I = [a,b].
Ist die Kurve ¢ = ¢(-,0) reguldr, so gilt die Formel

d%L(c(-,s))Is:o =— /1 (3,¢)ds+ [<T(t),¢(t)>]z’; fiir ¢ = %(-,0).

Dabei sind T, % Einheitstangente und Krimmungsvektor von ¢, und ds = |¢'(t)] dt.

BEWwWEIS: Wir erhalten durch Differentiation unter dem Integral und partielle Integration

d d (% 0c
ilete) = o [ |5 dl

ot
_ /b <T(t),%(t,0)>dt

ab
= (r(t),4'(t)) dt

a

b
_ _/ (7'(t), 6(8)) dt + [(7(t), 6())] ;o

Aber es gilt fiir jede regulidre Kurve ¢ € C?(I,R") mit 7 = ﬁ
= ()T
4

T'(t) =

= x|d].
e
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Um die Formel an einer festen Stelle anzuwenden, etwa bei € = 0, reicht es wenn ¢(-, 0) regulér
ist. Aus Stetigkeitsgriinden sind die ¢(+,¢) ebenfalls regulér fiir || hinreichend klein. Ist zum
Beispiel ¢ : [a,b] — R™ regulidre Kurve von p = ¢(a) nach ¢ = ¢(b), und hat ¢ kleinste Linge
unter allen solchen Kurven, so folgt s = 0 und ¢ parametrisiert die Strecke von p nach q.

Denn fiir alle ¢ € C?(I,R") mit ¢(a) = ¢(b) = 0 folgt

d -
0= %L(C—l- €P)|e=0 = — /I (3,9) ds.

Nach dem sogenannten Fundamentallemma der Variationsrechnung ist dann > = 0.
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3 Umlaufzahl und Jordanscher Kurvensatz

In diesem Kapitel definieren wir fiir geschlossene Kurven ¢ die Umlaufzahl beziiglich eines
Punkts p ¢ c(I). Fiir C'-Kurven definieren wir die Umlaufzahl durch ein Kurvenintegral, im
Anschluss behandeln wir C%-Kurven durch Approximation.

Sei (R")* der Raum der Linearformen A : R®™ — R. Da jedes A durch seine Werte
Aj = A(ej) auf der Standardbasis eindeutig bestimmt ist, konnen wir (R™)* als Raum der
Zeilenvektoren (A1, ..., A,) auffassen. Eine 1-Form auf einer offenen Menge Q2 C R" ist eine
Funktion o : Q — (R™)*, bzw. ein Zeilenvektor-Feld,

a(z) = (a1 (), ... an(x))  wobei aj(z) = a(z)e; fiir z € Q.

Die Funktionen «; : @ — R, a;(z) = a(x)e;, heilen Koeffizienten von «. Als Beispiel einer
1-Form hat man das Differential df einer differenzierbaren Funktion f : 2 — R. Wir schreiben
df - v fiir die Funktion x — df (z)v mit v € R™ fest. Insbesondere sind die Koeffizienten von
df gegeben durch

of

df -e; : Q = R, x — df (v)ej = B ().

Das Differential der Funktion f(z) = 2/ wird mit da’ bezeichnet. Durch Anwendung auf ey,
folgt fiir jede 1-Form o wegen da/ - ej, = 5% die Koordinatendarstellung

n
o= E o da’.
i=1

Die Form « ist von der Klasse C", wenn o; € C"(Q) fiir j =1,...,n.

Definition 3.1 (Kurvenintegral von 1-Formen) Sei « eine stetige 1-Form auf der offe-
nen Menge 0 C R™. Fiir eine stiickweise C'-Kurve ¢ : [a,b] — Q setzen wir

b b_n ,
/a:/ a(c(t))c’(t)dt:/ > aj(e(®) (@) (t)dt.
c a a =1

Fiir Umparametrisierungen co = ¢1 0 ¢ mit ¢ : [ag, ba] — [a1,b1] liefert die Substitutionsregel

ba
[a = [ altew) - dlem)em
)

2

¢ (b2)
= [ ala)-de)ds
©

(a2)

= £ [ a fiir signy’ = +1.
(]

Satz 3.1 (Variationsformel fiir Kurvenintegrale) Sei a eine 1-Form der Klasse C* auf
Q C R™. Dann gilt fiir c € C*([a,b] x [0,1],Q)

bbb Iy 0a; Oy ot 9cd
o — o= o — a+/ / Z— - | 0o c — — dtde.
/c<-,1> /c(.,()) /c<b,-> /c<a,-> 0 Ja ]Zl <3~’U W) Oz O
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BEWEIS: Durch Differenzieren unter dem Integral und partielle Integration folgt

0 2 '\ ac’

g/c(.,e)a = g/a Zaj(c(t,e))g(t’e) dt
— aOéJ aC 86‘7 b n 826]
R /Zax@ “oc o " /;%ocmdt

oo oc dcd ¢ O ° HcJ (t=b
= /Zamz (5o E%)dﬂr;aﬂ‘“%‘ '

t=a
7.]_

Vertauschen der Indizes ¢, 5 und Integration von € = 0 bis € = 1 ergibt die Formel. O

Bemerkung. Fiir die affine Variation ¢(¢,¢) = (1 —€)co(t) +ecy(t) gilt der Satz, auch wenn
nur co1 € C*([a,b],€2), denn die gemischten zweiten Ableitungen existieren und sind gleich:

0%c , , 0%
S (b6) = (1) — (1) = ac(19)

Eine 1-Form a der Klasse C' heifit geschlossen auf €, wenn
aOéj . 80éi
ozt Ozd

Fiir eine geschlossene 1-Form ist die rechte Seite in Satz 3.1 Null, falls die Variation eine der
folgenden Bedingungen erfiillt:

auf Q fir alled,j=1,...,n

feste Endpunkte: c(a,e) = p und c(b,e) = q fiir alle € € [0, 1]
geschlossene Kurven: c(a,e) = c(b,e) fiir alle € € [0, 1].

Definition 3.2 (Umlaufzahl I) Fir eine geschlossene Kurve ¢ € C([a,b], R?\{0}) ist die
Umlaufzahl beziiglich des Nullpunkts gegeben durch

b / /
n(e,0) = ;ﬂ / ﬁ wobei ¢(t) = (x(t), y(t)).
Bis auf den 27-Faktor ist die Umlaufzahl das Kurvenintegral der Winkelform
xdy — ydz

2+ y?
Wie kommt man auf die Definition? Betrachte eine Kurve in Polarkoordinatendarstellung,

das heiBt c(t) = r(t)e?®. Diese ist geschlossen genau wenn r(b) = r(a) und e?®) = ¢#(@),
Die Umlaufzahl ist heuristisch

w: RA\{0} = (R")*, w(z,y) =

;ﬂ (8(b) — 6(a)) € Z.

n(c,0) =

Sind r(t), ¢(t) von der Klasse C, so gilt

() = () 0 4 )it (1) = () (-0

Durch Integration von ¢t = a bis t = b folgt mit ¢(t) = x(t) + iy(t)
)
2

b c b T !
0(b) — 0(a) = 1/ C((f)) dt:/ 1)y it

1

14



Lemma 3.1 (Ganzzahligkeit der Umlaufzahl) FEs gilt n(c,0) € Z.

BEwEIS: Wir betrachten fiir ¢ € [a,b] die Funktion

((t) = /atw(c(T))c’(T) dr = l/: ) .

7 e(r)

Wir berechnen

%(e*zﬁ(t)c(t)) = _Z-C/(t)efic(t)c(t) + efiC(t)Cl(t) _ efiC(t)c(t)< B (t) . c’(t)) .

Daraus folgt e~ “®)¢(b) = e=(@¢(a) und wie gewiinscht

g2rin(e0) _ i(co)—<@) _ b _
(a)

O

O

Wir wenden uns jetzt dem technischen Schritt zu, die Definition der Umlaufzahl auf Kurven
auszudehnen, die lediglich stetig sind. Dazu stellen wir folgendes fest.

Lemma 3.2 Seien cg,c; € C([a,b],R?\{0}) geschlossen mit

leo(t) — c1(t)]| < |eo(t)|  fiir alle t € [a,b].
Dann folgt n(cp,0) = n(cy,0).
BEWEIS: Betrachte fiir ¢ € [0,1] die affine Variation

c:a,b] x [0,1] = R?, ¢(t,e) = (1 —e)eo(t) + ecy(t).
Die Kurven c(+,¢) sind geschlossen und es gilt nach Voraussetzung
|e(t; €)] = leo(t)] = |eo(t) — er(£)] > 0.
Also folgt n(cg,0) = n(cy,0) nach Satz 3.1 (mit Bemerkung). O
Definition 3.3 (Umlaufzahl II) Fiir c € C°([a,b],R?\{0}) geschlossen setzen wir
n(c,0) = kl;r& n(ck,0),

wobei ¢, € C([a,b],R?\{0}) Folge geschlossener Kurven mit ¢, — ¢ in C%([a, b], R?).

Wir miissen begriinden, dass die Umlaufzahl damit wohldefiniert ist. Fiir jede Kurve ¢ wie
in der Definition ist o = minyepqy [c(t)] > 0. Sind ¢15 € C'([a,b], R*\{0}) geschlossen mit
le1,2 — ¢llco < £, so folgt

2
e1(t) = e2(®)] < T < le(®)] = 5 < ler (O,
also n(c1,0) = n(ce,0) nach Lemma 3.2. Dies zeigt, dass der Grenzwert limy_, o n(cg,0) in

Definition 3.3 existiert und nicht von der Wahl der Folge ¢; abhéngt. Insbesondere sind die
Definitionen 3.2 und 3.3 kompatibel.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass iiberhaupt eine Folge c¢; wie in Definition 3.3 existiert.
Dazu setzen wir ¢ periodisch mit Periode b — a fort, und verwenden eine Glattung. Sei
n € C°(R) mit n(t) =0 fiir [t| > 1, n >0 und [pn = 1. Wir betrachten

1

ce : R —=R" c.(t) :/ln<t_t,>c(t')dt/:/ n(7)c(t —eT) dr.

R € € -1

Nach den Regeln iiber Parameterintegrale ist die Funktion ¢, glatt. Auflerdem gilt mit € — 0,

1
|c€(t)—c(t)|:‘/ n(r)(elt —e7) = e(®) dr| < sup_e(tr) — eltz)] = 0,
-1 [t1—t2|<e

da ¢ gleichméfig stetig ist. Inbesondere folgt fiir hinreichend kleine € > 0

ec(6)] 2 Je(t) — [ex(t) — e(8)] = min |e(t)] = ez ~ ellcn > 0.

Also wird ¢ durch die ¢. wie verlangt approximiert.

Satz 3.2 (Homotopieinvarianz der Umlaufzahl) Sei ¢ € C%([a,b] x [0,1],R?\{0}), so
dass ¢ = c(-,€) geschlossen ist fiir alle € € [0,1]. Dann gilt n(co,0) = n(cy,0).

BEWwEIS: Wir zeigen, dass die Funktion e — n(c., 0) € Z stetig ist. Sei e, — ¢ € [0, 1] gegeben.
Wihle dann v € C1([a, b], R?\{0}) geschlossen mit

1
Ive — cepllco < % und  n(y,0) = n(c,,0).
Es folgt ||cc — Ykllco < |lee — ¢, llco + [lee, — YEllco — 0. Also gilt
n(ce,0) = lim n(y,0) = lim n(c,,0).
k—o0 k—o0

O

Bisher haben wir die Umlaufzahl beziiglich des Nullpunkts betrachtet, jetzt verallgemeinern
wir noch auf beliebige Punkte im R2.

Folgerung 3.1 (Lokalkonstanz der Umlaufzahl) Sei ¢ € C°(I,R?) eine geschlossene
Kurve. Dann ist die Funktion n(c,-) : R®\c(I) — Z, n(c,p) := n(c — p,0), auf den Kom-
ponenten von R*\c(I) konstant.

BEWEIS: Wir zeigen, dass n(c, -) lokal konstant ist. Aus Stetigkeitsgriinden gibt es zu p ¢ (1)
ein d > 0 mit |c(t) — p| > d fiir alle t € [0, 1]. Fiir |¢ — p| < d betrachten wir die Homotopie

hIx[0,1] - R? h(t,e) =c(t) — (1 —e)p +eq).
Es gilt |h(t,e)| > |c(t) —p| —€l¢ —p| > d — |¢ — p| > 0. Aus Satz 3.2 folgt

n(c,q) = n(c—¢,0) = n(h(-,1),0) = n(h(-,0),0) = n(c - p,0) = n(c, p).
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Beispiel 3.1 Fiir c: [0,27] — C, c(t) = €™ mit k € Z gilt

(e.p) kE falls |p| <1
n(c,p) =
PP= Y0 falls |p| > 1.

Denn einerseits berechnen wir

1 2m ik ikt
n(c,O):—/ B gt =k
0

1t eikt

Andererseits gilt fiir [p| > 1+ R die Abschitzung
L

\n(cp)]—\n(c—p0)\<i/2ﬂ|6/(7t)|dt<——>0 mit R — oo
’ 2wy e —pl TR '

Die Behauptung ergibt sich nun aus Folgerung 3.1.

Fiir eine geschlossene Kurve ¢ € C¥([a,b],R?) miissen die Werte der Ableitungen in den
Endpunkten nicht notwendig iibereinstimmen. Ist dies aber der Fall, das heifit gilt

c(a) = e(b), d(a) = b),...,c"(a) = P (b),

so nennen wir die Kurve C*-geschlossen. Dies ist #quivalent dazu, dass die periodische Fort-
setzung von ¢ auf R von der Klasse C* ist.

Definition 3.4 FEine geschlossene Kurve ¢ € C%([a,b],R?) heifit einfach geschlossen, falls
ihre Einschrinkung auf [a,b) injektiv ist.

Der Jordansche Kurvensatz besagt, dass jede einfach geschlossene Kurve den R? in zwei Kom-
ponenten zerlegt, ein Auflen- und ein Innengebiet. Wir beweisen den Satz hier fiir regulére,
C'-geschlossene Kurven. Wir kénnen dann die lokale Situation einfach beschreiben.

Lemma 3.3 Sei ¢ € C'(I,R?) eine einfach geschlossene Kurve, die nach der Bogenlinge
parametrisiert und C*-geschlossen ist. Setze C = Bild(c). Dann hat jeder Punkt c(sq) € C
eine offene Umgebung Wy, mit folgenden Eigenschaften:

(1) W, \C st disjunkte Vereinigung von zwei Gebieten Wsio,

(2) (OWE)NW,, =C N Wy,

BEwEIS: Indem wir die Kurve auf R fortsetzen mit Periode L = |I|, kénnen wir sg = 0
annehmen und betrachten fiir § > 0 die Abbildung

f:(=26,20) x (=8,8) = R?, f(s,t) = c(s) + tv(0).

Es gilt Df(0,0) € O(2). Wahle 6 € (0,L/2) so klein, dass f Diffeomorphismus auf sein Bild
ist. Mit Wy = f((—9,0) x (—¢,¢)) behaupten wir fiir € € (0,9) hinreichend klein

(3.1) c(s) e Wy, se[-L/2,L/2] < se€(=6,0).

Fiir s € (—=9,6) C (—L/2,L/2) gilt ¢(s) = f(s,0) € Wy. Ware (3.1) fiir jedes € > 0 falsch, so
gibt es 0; € [-L/2,L/2]\(=6,0) und s; € (=9,9), t; — 0 mit

C(O’Z‘) = f(si, ti).
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Da f injektiv ist, gilt ¢(s) = f(s,0) ¢ Wy fiir 6 < [s| < 26, also folgt |o;| > 26. Durch
Ubergang zu Teilfolgen erhalten wir o; — o € [~L/2, L/2]\(—26,26), s; — s € [~6,6] und
durch Grenziibergang
c(o) = f(5,0) = c(s),

im Widerspruch zur Voraussetzung, dass ¢ einfach ist. Damit ist (3.1) gezeigt, und insbeson-
dere gilt C N Wy = f((—6,0) x {0}). Es folgt Wp\C = W," U W, fiir

Wy = f((=6,0) x (0,6)) und Wy = f((—4,0) x (=¢,0)).
Da f diffeomorph ist, ist W das Bild unter f von 9[(—4,8) x (0, +e)] bzw.

(8W;§) N Wso = f((_57 5) X {0}) = CNWy.

O

Satz 3.3 (Jordanscher Kurvensatz) Sei c € C1(I,R?) eine einfach geschlossene Kurve,
die nach der Bogenlinge parametrisiert und C*-geschlossen ist, und sei C' = Bild(c). Dann ist
R2\C' disjunkte Vereinigung eines beschrinkten Gebiets U und eines unbeschrinkten Gebiets

V mit OU =0V =C.

BEWEIS: Wir nehmen wieder an, dass c als C'!-Kurve fortgesetzt ist mit Periode L = |I|. Fiir
jede Komponente U von R?\C ist OU eine abgeschlossene, nichtleere Teilmenge von C. Nach
Lemma 3.3(1) gilt fiir ¢(sp) € OU eine der Alternativen

(3.2) UNWs,=W3 oder UNWy =W, oder UNW, =W, uUWw,.

S

Mit Lemma 3.3(2) folgt OUNW,, = CNWy,, das heifit OU ist offen in C' und somit OU = C, da
C zusammenhingend ist. Insbesondere zeigt (3.2), dass R?\C' hochstens zwei Komponenten
besitzt. Withle R > 0 mit C C Kr(0) = {p € R? : |p| < R}. Da R?\ Kx(0) zusammenhingend
ist, hat R?\C genau eine unbeschrinkte Komponente V. AuBierdem ist ¢ homotop zur Punkt-
kurve ¢o(s) =0 in Kg(0). Es folgt n(c,p) = 0 zunéchst fiir [p| > R, und dann fiir alle p € V
nach Folgerung 3.1. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir zeigen:

Es gibt ein g € R2\C mit n(c,q) # 0.

Fiir s = 0 sei f|(—9,0) x (—e,e) — Wy die in Lemma 3.3 definierte Abbildung. Betrachte
fiir 0 < o < € die Punkte p = ¢(0) = £(0,0), p* = f(0,40/2) sowie die Kurven
+ C(S) fiir s € [_L/27L/2]\[_Qa Q]
c (5) = in s .
f<gexp(:|:7(1—§))) fiir s € [—o, 0].

Dabei sei L > 0 die Periode von c. Es folgt n(c,p™) = n(cF,p*), denn man hat die affine
Homotopie, fiir 0 < A <1,

c(s) fir s € [-L/2, L/2]\|—o0, 0]

hT(\, s) = {f ((1 ~A)(5,0) + Aoexp (:F%r(l — g))) fiir s € [—p, 0].

Da p und p* in f(B,(0)) liegen und damit in derselben Komponente von R?\c* (1), gilt weiter
n(c¥,p*) = n(cF,p) nach Folgerung 3.1. Also erhalten wir

n(e,p’) —nle,p”) = i(/I(Ci)lds—/l(fiﬂ/dtﬁ =n(fo,p),

21 cT—p ct—p
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wobei v(t) = ge® fiir t € [~7, 7]. Aber man sieht leicht
n(foy,p)=n(Foyp) firF(z)=p+ Df(0,0)z
und zwar mit der affinen Homotopie h(A,t) = (1 = X) f(y(¢t)) + AF(y(t)), fiir 0 < A < 1. Nach
Konstruktion in Lemma 3.3 ist D f(0,0) € O(2), also folgt fiir o > 0 hinreichend klein
RN ) =pl = [F(y(1) —p+ 1 =X (f(4(1) = F(v(1))|

[D£(0,0)y(t)] = [f(4(t)) = F(+(t))]
o —max|f(z) — F(z)| > 0.

|z|<e

>
>

Schlieflich ist F' oy ein einfach durchlaufener Kreis um p, und
(3.3) n(e,p") —n(e,p”) =n(foy,p) =n(Fovy,p) = £1.

Da einer der Punkte pT in V liegt, folgt n(c,pt) = +1 oder n(c,p~) = F1. O

4 Der Umlaufsatz von Hopf

Definition 4.1 (Rotationsindex) Sei c : I — R? eine C'-geschlossene, requlire Kurve.
Dann heifit die Zahl ind (c¢) = n(c¢,0) € Z Rotationsindex (oder Tangentenumlaufzahl) von c.

Sei ¢ € C%(I,R?) nach der Bogenlinge parametrisiert und C'-geschlossen, und definiere die
Kriimmung s beziiglich der Normalen v(s) = ic/(s). Dann ergibt sich aus der Definition der
Umlaufzahl als Kurvenintegral sowie den Frenetgleichungen

(4.4) ind (¢) ! / (s) ds ! (s)ds (5 beziiglich v = ic)
. _ = — 7z - .
omi J; (s) o ), 7 bests

Lemma 4.1 (Invarianzen des Rotationsindex) FEs gilt
(a) ind(co ) =1ind (c) fir richtungstreuve Umparametrisierungen e,
(b) ind (S oc) = (det S)ind (c) fir S € O(2).
BewEIS: Sei ¢ € CY([a, A, [a, b]) bijektiv mit ¢’ > 0. Die Abbildung (cog)’ : [a, 8] — R?\{0}
ist homotop zu ¢ o ¢ durch
h o, 8] x [0,1] = RA\{0}, h(t,A) = (A + (1L = N)¢' (1) ¢ (¢(1)).

Aus der Homotopieinvarianz der Umlaufzahl sowie der Invarianz des Kurvenintegrals ge-
geniiber C''-Umparametrisierungen folgt

n((co@),0) =n(c' 0 p,0) = n(c,0).

Sei nun v € CY(I,R2\{0}, v(t) = (x(t), y(t)), eine beliebige Kurve. Ist det S = 1, so ist S mit
der Einheitsmatrix in O(2) verbindbar und es folgt n(S - ~,0) = n(v,0). Dagegen berechnen
wir fir S (z,y) = (z, —y)

o [FO(=Y®) = (—y0) )
0= (o)

Fiir det S = —1 ist S verbindbar mit S—, also gilt n(S - v,0) = —n(y,0). Mit v = ¢ folgt
n((S-¢),0) =n(S-,0) = (det S)n(d,0). a
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Satz 4.1 (Umlaufsatz von H. Hopf) Sei c € C1(I,R?) regulire, einfach C*-geschlossene
Kurve. Dann gilt
ind (¢) = 1.

BEWEIS: Wir konnen annehmen, dass ¢ : I = [0, L] — R? nach der Bogenléinge parametrisiert

und wie folgt normiert ist:

|c(0)] = maxser |e(s)]  (Wahl der Bogenldngenparametrisierung),
c(0) € {(z,0) : x >0} (Drehung),
d(0) = ey (Spiegelung an der z-Achse).

Die Idee des Beweises ist es, auf der Menge D = {(s1,82) € R? : 0 < 51 < s9 < L} die
folgende Abbildung zu definieren:

d(s) fiir s7 = s9,

w:D — S, w(s1,s2) = cls2) — els1) fiir 0 < sg —s1 < L,
|c(s2) — c(s1)]
—d(L) fir (s1,s2) = (0,L).

Nach Definition ist w(s,s) = ¢/(s). Andererseits erhalten wir durch Entlanglaufen an den
beiden anderen Kanten des Dreiecks die Kurve
w(0,2s) fir 0 <s<L/2,

. [0, L] — S, =
v:[0.1) () {w(2S—L,L) fir L/2 <s<L,

und wir haben

([ Z(0) = e fiir s = 0,
c(2s) — ¢(0) .
fir0 <s<L/2,
|¢(25) = ¢(0)]
v(s) = —(0) fiir s = L/2,
(L) —c(2s — L) y
fir L/2<s<L,
(L) — ¢(2s — L)
d(L) = e fiir s = L.

Zum Beweis des Satzes zeigen wir erstens, dass ¢ in R?\{0} homotop zu 7 ist, und berechnen
zweitens n(7y,0) = 1. Zunéchst ist w wohldefiniert, da ¢ einfach geschlossen ist. Lings der
Diagonale {(s,s) : 0 < s < L} ist w stetig, denn fiir s1, s9 — s mit s1 < s gilt

c(sy) —c(s1) 1 /82 d(t)dt — (s),

82 — 81 §2 — 81

51

und folglich (beachte |¢/(s)| = 1)

c(s2) —c(s1) _ c(s2) —c(s1) s —s1 d(s)

|e(s2) — c(s1)] so— 81 |e(s2) — c(s1)]

In (0, L) ist w ebenfalls stetig, denn fiir s1 \, 0, s9 L gilt, wenn wir ¢ periodisch fortsetzen,

0(32) _C(Sl) 1 /81+L / /
= - t)dt — —c'(L).
s1+ L —s9 s1+L—s2 /s c(t)dt = ~c(L)
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Wir kénnen dann analog argumentieren. Wir erhalten nun eine Homotopie von ¢ nach ~y
durch h(A,s) = w(F(A,s)), indem wir erst f:[0,1] — D, f(A) = (1 —X)(L/2,L/2) + X0, L)
setzen und dann F': [0, 1] x [0, L] — D wie folgt definieren (vgl. Bild):

v gy = JETO fir 0 < s < L/2,
( 78)_ (%_1)(L7L)+2(1_%)f()\) fﬁrL/QSgSL.

Es bleibt, die Umlaufzahl n(v,0) zu berechnen. Aus unseren Normierungen folgt

fir 0 <s<L/2,

(s)en)d =
s),e
TS0 g Lj2<s < L.

Nun hat die Winkelform w auf der rechten bzw. linken Halbebene die Stammfunktionen
Yy
(22 + y2)1/2

— arcsin W fir x < 0.

arcsin flirx >0

Hi(xay) -

Indem wir die Kurvenintegrale von s = 0 bis s = L/2 sowie von s = L/2 bis s = L einzeln
auswerten, folgt

2mn(y,0) =0(0,—1) —67(0,1) +07(0,1) — 61(0,-1) = 2,

womit der Satz bewiesen ist. O

Fiir einfach geschlossene Kurven, deren Kriimmung beziiglich der inneren Normalen nicht-
neagtiv ist, konnen wir nun das Innengebiet genauer charakterisieren, und zwar ist das In-
nengebiet dann konvex als Teilmenge von R?. Bekanntlich bedeutet das, mit je zwei Punkten
enthélt das Gebiet auch die Verbindungsstrecke der Punkte. Wir beginnen mit einer Stan-
dardaussage fiir konvexe Mengen, nidmlich der Existenz von Stiitzhalbebenen.

Lemma 4.2 Sei A C R? abgeschlossen und konvex. Dann gibt es zu jedem p € OA eine affine
Halbebene H = {q € R%: (¢ — p,v) > 0}, so dass A C H und p € OA.

BEWEIS: Zu g € R?\ A gibt es ein p € A mit |p — q| = mingea |z — ¢|. Fiir alle z € A folgt

d pP—q
< — — — = — .
O_dt (I1—t)p+tx th:OJr <|p—q|’x p>

Also gilt A C {x € R? : (z — p,v) > 0} mit v = ﬁ. Sei nun p € OA gegeben. Wihle eine
Folge g, € R?\ A mit ¢z — p, und bestimme py € OA mit |py — qx| = mingea |z — g1 wie

oben. Dann folgt |py — p| < [px — qk| + lax — p| < 2|qx — p| = 0, und
AcC{z eR?: (x —pp,vp) >0} mit v, = Lk = Gk
Pk — gl

Nach Wahl einer Teilfolge existiert v = limy_,, vg, und die Behauptung ist bewiesen mit
H=Ac{zeR?: (z—p,v) >0} O

Lemma 4.3 Sei c : [0,L] — R? eine einfach C'-geschlossene, nach der Bogenlinge para-

metrisierte Kurve mit Innengebiet U und innerer Normale v lings c¢. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
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(1) Das Innengebiet U von c ist konver.
(2) Fiir alle s € [0, L] gilt Bild(c) C {x € R? : (x — c(s),v(s)) > 0} =: H(s).

BEWEIS: Sei U konvex und so € [0,L]. Da c(sg) € 09U, gibt es eine Halbebene
H = {q € R? : (g — c(s0),v) > 0}, so dass U C H und c(sg) € OH. Dies folgt leicht
aus Lemma 4.2. Wir zeigen H(sg) = H, daraus folgt (2). Betrachte dazu die Funktion
o(s) = (c(s) — c(s0),v). In s = sp hat ¢ ein Minimum, folglich ist 0 = ¢'(s9) = (/(s0), v).
Wegen U C H muss v die innere Normale v(sg) sein, also gilt H(sg) = H.

Aus (2) folgt sofort U C H(s) fiir alle s € [0,L]. Sei umgekehrt p € R2\U. Wihle
so € [0,L] mit [c(so) — p| = mingep ) c(s) —p| =1 d > 0. Es folgt p — c(s0) L c/(s0)
beziehungsweise p = ¢(sg) £ dv(sp). Die Strecke von c¢(sp) nach p enthilt keine Punkte
der Kurve c. Wegen p ¢ U liegt die Strecke ganz im AuBengebiet von ¢, deshalb ist
p = c(sp) — dv(sg), das heifit p ¢ H(sg). Somit gilt U = Msefo,z; H (s), insbesondere ist U

und damit U = int(U) konvex. O

Satz 4.2 (Charakterisierung konvexer Kurven) Sei ¢ : [0,L] — R? eine einfach C?-
geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit Innengebiet U. Dann sind
dquivalent:

(1) ¢ hat Krimmung » > 0 beziiglich der inneren Normalen v.
(2) U ist konvex.

BeEwEIls: Nach Umparametrisierung kénnen wir annehmen, dass die innere Normale durch
v = ic’ gegeben ist. Ist U konvex, so ist die Funktion ¢(s) = (c(s) — ¢(so), ¥(s0)) nichtnegativ
fiir alle sg € [0, L] nach Lemma 4.3. Es folgt

0 < ¢"(s0) = (¢"(s0),v(s0)) = 2(s0)-

Sei umgekehrt s > 0. Wir behaupten: ist /(sg) = /(s1) fir 0 < 59 < 1 < L, so gilt
c(s1) — c(so) L v(sp). Sei dazu nach Umparametrisierung sop = 0. Es gilt

1

1 S1 L
(¢ |j0,5,],0) = %/0 »xds>0 und  n(c[j, 1],0) = %/ xds > 0.
51

Andererseits liefert der Umlaufsatz von Hopf
1 (L
— »xds =ind (c) = £1.
2w 0
Also ist 5(s) gleich Null auf [0, s1] oder auf [sq, L]. Auf diesem Intervall ist dann ¢/(s) = ¢(sg),
also ¢(s1) — ¢(sp) L v(sg) wie behauptet.

Sei nun sy € [0,L) beliebig, und ¢(s) = {(c(s),v) mit v = v(sg). Setze a = mingp
und S = max¢, und wihle sj,s9 € [0,L] mit p(s1) = a und ¢(s2) = S. Es folgt
¢'(s1) = ¢'(s2) = 0, das heifit

(' (50),0) = (¢(51),v) = (¢ (s2),0) = 0.



Mindestens zwei der Vektoren ¢(s;), ¢ = 0,1,2, sind gleich. Wie gezeigt sind dann auch
mindestens zwei der Funktionswerte ¢(s;) gleich. Nun ist v = v(sg) innere Normale, also ist
Un{z € R?: (x — c(sp),v) > 0} nichtleer, und folglich p(s2) = B > ¢(s0). Da p(s1) =
a < ¢(sp), muss ©(s1) = p(so) gelten. Das bedeutet aber (c(s) — ¢(so),v(so)) > 0 fiir alle
s € [0, L], und nach Lemma 4.3 ist U konvex. O

5 Vierscheitel-Satz und isoperimetrische Ungleichung

In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei weitere Sétze fiir ebene Kurven, die isoperimetri-
sche Ungleichung und den Vierscheitel-Satz. Vor allem die isoperimetrische Ungleichung hat
fundamentale Bedeutung. Unser Beweis der isoperimetrischen Ungleichung folgt einer Arbeit
von F. Hélein, siche Annales de I’Institut Fourier 44 (1994), 1211-1218. Dafiir brauchen wir
den Integralsatz von Gauf.

Satz 5.1 (Integralsatz von Gauf}) Seic € C*([0, L], R?) einfach Cl—geichlossen und nach
der Bogenlinge parametrisiert. Ist U das Innengebiet von c und X € C1(U,R?), so gilt

/diVde:—/ (X,v)ds.
U ou

Dabei ist v : OU — S die innere Normale.

Das Randintegral fiir eine Funktion f: 90U — R ist
L
f@)ds(a) = [ f(e(s)) ds
U 0
wobei ¢ eine Parametrisierung von OU nach der Bogenlidnge ist.
Satz 5.2 (Isoperimetrische Ungleichung) Sei ¢ : [0,L] — R? eine einfach C*-

geschlossene, nach der Bogenldnge parametrisierte Kurve. Dann gilt fir den Flicheninhalt A
des Innengebiets U von c

1
A< —I2
~ Ar
mit Gleichheit genau wenn ¢ ein Kreis ist.

BEWEIS: Wir berechnen fiir x € U

(c1(s) = z1)eh(s) — (ea(s) — @2)ci (s) = (@ — c(s),ic (s)).

Nach Beweis des Jordanschen Kurvensatzes folgt bei geeigneter Wahl von v(y)

1 = nfe, )| 1/@de8(@/).

T om |z —yl?

Bezeichne fiir 2 # 0 mit R(x) die Spiegelung an der Geraden {z}*, also

x
—,v
|’

R(x)v:v—2< >% fiir alle v € R,
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Fiir feste y,v € R? berechnen wir, fiir alle  # v,

divyR(x — y)v = —2divm<<x - y,v)ﬁ) = —2<ﬁ,v>.

Mit Fubini, dem Satz von Gaufl und Cauchy-Schwarz folgt

A = 27T//aU ]m—y!Q >ds(y)dx
- o /8U/ ’x_yP dde( )
_ /aU/de; 2 — y)u(y) de ds(y)

_ 1 / / (R(z — y)v(y), v(z)) ds(z) ds(y)
ouU JoU

/ / ds(x)ds(y) = —L2
oU JoU

Bei Gleichheit ist v(z) = R(x — y)v(y) fiir alle z,y € OU mit x # y. Sei etwa y = 0 und
v(0) = (0,1) nach Drehung. Dann folgt

IN

d(s) = +iR(c(s))(0,1) fiir alle ¢(s) # 0.

Diese Differentialgleichung wird von allen Kreisen gelost, die die x-Achse im Nullpunkt
beriihren. Nach Eindeutigkeitssatz muss c einer dieser Kreise sein. O

Ein technischer Punkt bleibt noch nachzutragen: bei der Anwendung des Satzes von Gauf}
hat das Vektorfeld X (z) am Punkt 2 = y € U eine Singularitét, denn es gilt

X(a) = R(a =)o) = vl) = T/ 00) =y

Um den Schritt zu rechtfertigen, wéhlen wir eine Abschneidefunktion n, € C*°(B,(y)) mit
0<n, <1und |Dn,| <C/o. Es gilt

div (17,X) = nodiv X + (Vn, X).

Jetzt wenden wir den Satz von Gaufl an und lassen g \, 0 gehen.

Die isoperimetrische Ungleichung gilt auch fiir allgemeinere Gebiet U < R2. Ist zum
Beispiel U beschrinkt mit C'-Rand, so kann man zeigen dass

k
U=\ U,

i=1

wobei die U; durch einfach C-geschlossene Kurven ¢; berandet sind. Es folgt L(OU) > L(0Uy)
und A(U) < A(Up). Somit gilt die isoperimetrische Ungleichung erst recht fiir U.

Satz 5.3 (Vierscheitel-Satz fiir konvexe Kurven) Sei~ : I = [0,L] — R? eine einfach
C3-geschlossene, nach der Bogenlinge parametrisierte, konveze Kurve. Dann hat die Funktion
»' mindestens vier verschiedene Nullstellen.
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BEWEIS: Die Nullstellen von ' werden auch als Scheitel bezeichnet. Wir kénnen annehmen,
dass s in s9 = 0 sein Minimum annimmt und in s; € (0, L) sein Maximum, dies sind also
mal zwei Scheitel. Nach Translation und Drehung liegen v(0) und ~(s1) auf der a-Achse.
Angenommen fiir ein s € [0, L] ist v(s) auf der x-Achse und +/(s) = +ey, das heifit die z-
Achse ist Tangente der Kurve. Nach Definition der Konvexitét folgt v(I) C H, wobei H die
abgeschlossene obere oder untere Halbebene ist. Ist U das Innengebiet von «, so folgt weiter

YI)NOH =0UNOH = U NOH,

das heifit y(I) N OH ist eine Strecke. Damit ist ([0,s1]) € 9H oder v([s1,L]) C OH,
insbesondere 5(0) = s(s;) = 0. Aber das heifit 5 = 0 und ~ ist eine Gerade, Widerspruch.

Sei jetzt mach evtl. Spiegelung (7/(0),e2) < 0. Angenommen, v(s2) liegt auf der z-
Achse fiir ein s9 € (0,s1), Dann haben wir drei Punkte y(o,) auf der z-Achse, némlich
{o1,02,03} = {0, 51,2}, mit (y(o1),e1) < (v(02),e1) < (y(03), e1); hier verwenden wir, dass
~ einfach ist. Es folgt

(v(02),7(03) =(02)) = —(¥(02),e2) (v(03) —(02),€1),
#0 >0

(v(o2),7(01) =(02)) = — (¥ (02),e2) (v(01) —(02),e1),
#0 <0

im Widerspruch zur Konvexitidt. Wir kénnen also annehmen, dass (y,e2) < 0 ist auf (0, s1),
und analog (7y,e2) > 0 auf (s1,L). Ist nun > monoton nichtfallend auf [0, s;] und monoton
nichtwachsend auf [s1, L], so folgt

s=L

0> /OL 7 (y(s),e2) ds = [%(8)(7(8),62>] - /OL (7 (s),e3) ds = /OL<VI(S),€2>d5 o,

s=0
Aus der Diskussion des Vorzeichens von (v, es) ergibt sich »' = 0, das heifit v ist ein Kreis.
Ist aber zum Beispiel s nicht monoton nichtfallend auf [0, s1], so gibt es 0 < sy < s3 < 51
mit »(s2) > s(s3), also insbesondere sa > 0 und s3 < s;. Aber dann nimmt s in [0, s3] ein
(lokales) Maximum und in [sg, s1] ein (lokales) Minimum an. Wir haben also sogar bewiesen,
dass 7 mindestens zwei lokale Maxima und zwei lokale Minima hat. O

Der Vierscheitel-Satz gilt auch fiir nichtkonvexe Kurven. Eine Standardreferenz ist R. Osser-
man, The four-or-more vertex theorem, American Mathematical Monthly 92 (1985), 332-337.
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6 Die erste Fundamentalform einer Fliche

Unsere Darstellung der Fliachentheorie geht von Fliachen aus, die durch eine Parameterdarstel-
lung auf einem zweidimensionalen Gebiet gegeben sind. Lokal ist das natiirlich fiir jede Fliche
der Fall. Gegeniiber der Auffassung von Flichen als Teilmengen des R? hat der parametri-
sche Zugang den Vorteil, dass die zentralen Gréflen wie die erste und zweite Fundamentalform
auf dem Parametergebiet definiert sind; dies bereitet den Umgang mit Riemannschen Metri-
ken und allgemeiner Tensoren bei abstrakten Mannigfaltigkeiten vor. Auf der anderen Seite
kniipft die Sichtweise direkt an die Kurventheorie an.

Definition 6.1 Sei U C R? offen und k € NN {oc}. Eine Abbildung F € C*(U,R3) heifit
(regulir parametrisierte) Fliche oder zweidimensionale Immersion der Klasse C*, falls gilt:

rang DF(z) =2  fiir alle z = (2!, 2%) € U.

Mit anderen Worten, die Vektoren 9; F(x) und 99 F () sind linear unabhéngig fiir alle z € U.
Der zweidimensionale Unterraum

(6.1) Bild DF(z) = Span {01 F(z), 02 F (z)}

heiBt Tangentialraum von F' im Punkt x. Der affine Tangentialraum ist F'(z) + Bild DF(x).
Die Abbildung F' wird nicht als injektiv vorausgesetzt, das heifit die Fliche darf sich selbst
durchdringen. Es macht dann keinen Sinn, vom Tangentialraum im Punkt p € Bild F' zu
reden. Eine stetige Abbildung N : U — R3 heiBt Einheitsnormale lings F, falls

(6.2) IN(z)]=1 wund N(z) L BildDF(z) fir allez € U.

Fiir Einheitsnormalen Ny o lings F' ist (N7, Na) € {£1}. Ist U zusammenhéngend, so gibt
daher genau zwei Einheitsnormalen langs F', ndmlich

s Nty OF@) X BF (@)
N 'U%S’N()_i|81F(:c)><82F(x)|'

Insbesondere ist fiir F € C* jede Einheitsnormale von der Klasse C*~1,

Beispiel 6.1 (Graphen) Sei U C R? offen. Der Graph einer reellwertigen Funktion f €
Ck(U), f = f(z,y), ist die parametrisierte Fliche F : U — R3, F(z,y) = (x,v, f(z,y)). Es
folgt, wenn wir die partiellen Anleitungen mit f, und f, bezeichnen,

1 0
DF(x,y) = 0 1
fg;(ﬁﬂ,y) fy(CUay)

Offenbar ist rang DF'(z,y) = 2. Wir berechnen
Fm X Fy = (1’05f:v) X (0’ Lfy) = (_f:l:a _fy,l) = (_Dfa 1)5

also erhalten wir die Einheistnormale

CDLY e

V1+[Df
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Definition 6.2 (erste Fundamentalform) Sei F' € CY(U,R?) eine regulire Fliche. Dann
heif$t die von x € U abhdngige Bilinearform

g(z)(v,w) = (DF(z)v, DF(z)w) (v,w € R?)
erste Fundamentalform von F. Beziiglich der Standardbasis {e1,e2} hat g die Koeffizienten
gy 1 U = R, gyj(2) = (0,F(2),0,;F(2)) (1<4,j<2).
Die zugehirige Matrixz bezeichnen wir mit

G:U —R¥*? G(x) = DF(2)TDF(x) = (gij(m))gmg?

Fiir jedes z € U ist g(z) ein Skalarprodukt auf R?, denn es gilt:
e g(z) ist symmetrisch:
9(2)(v, w) = (DF(x)o, DP(w)w) = (DF(z)w, DF (2)v) = g(z)(w, v).
Aquivalent dazu ist die Symmetrie der Matrix G, also 9ij = Yji-
e g(x) ist bilinear:

g(z)(avy + Pvo,w) = (DF(zx)(avy + Bve), DF(z)w)
= «a(DF(x)vy, DF(x)w) + B (DF(x)ve, DF (z)w)
= ag(x)(vlaw)+ﬁg(x)(2}2’w)'

Die Linearitdt in der zweiten Komponente folgt wegen der Symmetrie.
e g(x) ist positiv definit:
9(x)(v,v) = (DF(2)v, DF ()v) = |[DF (z)v|* > 0.

Bei Gleichheit folgt DF(z)v = 0 und hieraus v = 0, denn fiir DF(z) : R? — R3 gilt
nach Voraussetzung dimker DF(z) = dim R? — dim Bild DF(z) = 0.

Die Abbildung DF(z) : (R?, g(z)) — (Bild DF (), (-, -)gs) ist eine Isometrie zwischen (zwei-
dimensionalen) Euklidischen Vektorrdumen, denn es gilt nach Definition

(6.4) |DF(z)o| = /g(z)(v,0) = [[v]lg()-

FEin Skalarprodukt, das von & € U abhéingt, nennt man Riemannsche Metrik auf U; dabei
wird die Abhéngigkeit von x € U in der Notation oft ignoriert, das heifit man schreibt oft
g(v,v) fiir die Funktion x — g(x)(v,v).

Lemma 6.1 (Bogenlinge auf Flichen) Sei F € CY(U,R?) eine regulire Fliche. Dann
gilt fiir jede Kurve v € C*(I,U)

L(For) = / VIGO0 07 (@) dt = / I )l goo
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BEWEIS: Aus (6.4) folgt

Lwow=ﬂwwwwwﬁ=ﬂwmwmwmw=l¢wwmwmvat
|

Beispiel 6.2 (Erste Fundamentalform von Graphen) Fiir eine als Graph gegebene
Fliche F : U — R3, F(z,y) = (x,y, f(x,y)) folgt fiir die erste Fundamentalform

G:<1+f§ fmfy>
fofy 1+12)

Beispiel 6.3 (Rotationsfliichen) Sei c: (a,b) — {(z,2) € R? : x > 0}, c(t) = (r(t), h(t))
eine reguldre Kurve. Durch Rotation um die z-Achse erhalten wir die Fliche

cosp —sing 0 r(t) r(t) cos p
F:(a,b) xR —=R3 F(t,p)=| sinp cosp 0 0 = | r(t)sing
0 0 1 h(t) h(t)

Wir berechnen
r'(t)cosp —r(t)sing
DF(t,p) = | r'(t)sing r(t)cose
h'(t) 0

Fiir die erste Fundamentalform folgt

e = (0.

Da r(t) > 0 und ¢(t) # 0 nach Voraussetzung, gilt
det G(t, ) = r(t)*(r'(t)* + I’ (t)?) > 0.
Also ist rang DF(t, )T DF(t,) = 2, und F ist eine Immersion.

Lemma 6.2 (Winkel zwischen Tangentialvektoren) Sei I' € CY(U,R3) eine regulire
Fliche und vi,vs € R2\{0}. Der Winkel zwischen den Vektoren DF(x)vy und DF(z)vy ist

g(z)(v1,v2)
v1llg(z) lv2llg(a)

Z(DF(x)vy, DF(x)ve) = arccos = Lg(a)(v1,v2).

Beweis: Wir berechnen mit (6.4)

(DF (z)vy, DF(x)va) g(x)(v1,v2)
Z(DF(x)v1, DF(z)vy) = arccos = arccos .
( ) = DR [TDF () Torleolaloe

O

Als néchstes wollen wir den Fliacheninhalt einer Immersion definieren. Zur Motivation be-
trachten wir fiir Vektoren vy, vo € R? den Fliicheninhalt A(vy,v2) des von ihnen aufgespannten
Parallelogramms. Wir behaupten

A(v1,v2) = /o1 2|va]? — (v1,v2)2.
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Wiihle dazu eq, es € R? orthonormal mit v; = ae; und vy = Be; + ~ves, und berechne

A(vy,v2) = A(aey, Ber + vea) = A(aer, vea) = |ay| = /|v1]2|v2]? — (v1, v2)2.

Ist nun F : U — R3 eine Immersion, so folgt

A(O1F,05F) = /|01 F|2|0oF|2 — (0, F, 0o F) = Vdet G.

Es sollte daher gelten
dA = A(Fy, Fy) dedy = Vdet G dxdy.

Definition 6.3 Der Flicheninhalt einer Immersion F : U — R? ist
A(F) = / Vdet G =: Ay(U),
U
wobei G : U — R?>*? die Matriz der ersten Fundamentalform von F ist.

Beispiel 6.4 Fiir einen Graphen F : U — R3, F(z,y) = (z,v, f(7,y)) erhalten wir

Ar) = [ i+ 2+ g;= [ ViTIDIP

Beispiel 6.5 Fiir den Flicheninhalt einer Rotationsfliche
F: (CL, b) X (901’ @2) - Rga F(t’ QD) = (T(t) Cos @, T(t) sin @ h(t))

ergibt sich die Guldinsche Formel

b
AF) = (02— 1) / I+ (W)

Wir kommen nun, analog zu unserer Diskussion bei Kurven, zu Umparametrisierungen.

Definition 6.4 Seien F : U — R3, F : V. — R® Flichen der Klasse C'. Dann heifit F
Umparametrisierung von F, falls es einen C'-Diffeomorphismus ¢ : V. — U gibt mit

F=Fog¢.
Auf der Menge aller parametrisierten C''-Flichen ist die Relation
F~F <« Fist Umparametrisierung von F

eine Aquivalenzrelation. Der Diffeomorphismus ¢ ist nicht eindeutig bestimmt, zum Beispiel
gilt fiir eine Rotationsflache trivialerweise F' = F o id, aber natiirlich auch F = F o 7 fiir
Ti(t, ©) = (t, ¢ + 2k7) mit k € Z.

Satz 6.1 (Transformationsverhalten von g) Sei F € C1(U,R?) eine regulire Fliche.

(1) Ist F € CY(V,R3) eine Umparametrisierung von F, also F = F o ¢ mit einem C-
Diffeomorphismus ¢ : V. — U, so gilt fiir die zugehirigen ersten Fundamentalformen
g(v,w) =god(D¢-v,D¢-w) bzw. dquivalent

2
G=D¢" (Gog)Dp oder Gij= > guoddid0;¢.
k=1
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(2) Ist B :R3 — R? eine Euklidische Bewegung und F=DBoF, so folgt g =g.

BeEwEIS: In der Situation von (1) berechnen wir

gv,w) = (D(Fo¢) -v,D(F o¢)- w)
= ((DF)o¢pD¢-v,(DF)o¢Dop-w)
= god(Do-v,D¢-w).

Weiter folgt

2
Gij = Gleiej) = (g0 ¢)(0i6,0;0) = Y _ (gri © $)9i¢*0;¢'.

k=1

Die Formel fiir die Matrix ergibt sich alternativ wie folgt:

G = D(Fod)"D(Fog)

— ((DF)o¢D¢)"(DF)o ¢ D¢
= D¢" (DF'DF)o¢ D¢
= D¢ (Go¢)Do.

Fiir Behauptung (2) beachten wir B(y) = Sy + a mit S € O(3) und a € R?, siehe Satz 0.1,
also DB(y) = S fiir alle y € R? und

g(z)(v,w) = (D(Bo F)(z)v, D(B o F)(x)w) = (S DF (x)v,S DF(x)w) = g(z)(v,w).

O

Wir wollen tiberpriifen, ob die definierten Begriffe Bogenldnge, Winkel und Flécheninhalt
unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung sind. Interessanterweise kénnen wir diese
Invarianz allein aus der Transformationsformel fiir die erste Fundamentalform herleiten, ohne
auf die Fliache F' direkt Bezug zu nehmen.

Folgerung 6.1 Sei F € C'(U,R3) eine regulire Fliche und F = F o ¢ eine Umparame-
trisierung mit einem Diffeomorphismus ¢ € CH(V,U). Sind g bzw. § die zugehdrigen ersten
Fundamentalformen, so gelten folgende Aussagen:

(1) Lg(¢pov)=Ls(y) firy:1—=V,
(2) Zyip(a)) (Dd(x)v, Dp(x)w) = Ly (v,w)  fiir & € V und v,w € R?,
(3) Ag(¢(E)) = Ag(E) fir ECV.
BEWwEIS: Nach Satz 6.1 gilt g(¢(x))(D¢(x)v, Dp(z)w) = g(v,w), insbesondere
[Do(x)vlg(g02)) = IVllg@) und  Zy(ga)) (Do(x)v, Dd(z)w) = Lg@ (v, w).

Mit (¢ o) (t) = Do(y(t))y (t) folgt weiter
Ly(éor) = / 1DO( ) (Dlly(or0yy dE = / 1 Ol dt = Ls(3).
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Schliefflich liefert der Transformationssatz und Satz 6.1

A (P(E)) = /¢>(E) VdetG = /E Vdet G o ¢|det Do| = /E \/det (DT (G o ¢)D¢) = Ay(E).

O

Ein zentrales Hilfsmittel der Kurventheorie war die Umparametrisierung nach der Bo-
genléinge. Es stellt sich die Frage, ob es fiir Flichen F € C'(U,R3) ebenfalls besonders
glinstige und natiirliche Parametrisierungen gibt. Folgende drei Moglichkeiten werden durch
unsere bisherige Diskussion nahegelegt:

(1) F heifit lingentreu parametrisiert, falls L(F o) = Lp2(v) fiir alle Kurven v : I — U.
(2) F heiBit flichentreu parametrisiert, falls A(F'|y) = Ag2(V) fiir alle Mengen V C U.

(3) F heiBt winkeltreu (oder konform) parametrisiert, falls Z(DF - v, DF - w) = Zg2 (v, w)
fiir alle x € U und alle v, w € R?\{0}.

Diese drei Eigenschaften lassen sich in Bedingungen fiir die erste Fundamentalform g
iibersetzen, und zwar wie folgt:

Lemma 6.3 Fiir eine reguldr parametrisierte Fliche F € CY(U,R?) mit erster Fundamen-
talform G = (gij)1<ij<2 gelten folgende Aussagen:

(1) F ist lingentreu & G = (6;5) ,

(2) F ist flichentreu < detG =1,

(3) F ist winkeltreu << G = \*(8;;) fir eine Punktion A : U — R*.
Insbesondere:  ldngentreu < flichentreu und winkeltreu.

BEWwEIS: Nach Lemma 6.1 ist L(F'oy) = Ly(7), also folgt aus g;; = ¢;; direkt die Langentreue
von F. Umgekehrt betrachten wir fiir beliebige z¢ € U, v € R? die Kurve () = x¢ + tv und
folgern aus der Langentreue

1 1
o)) = i = [ /ol + 000 (0,00 dt = lim 2 Ly(vl0.) = i = Lae2lo) = ol

also durch Polarisation g;; = ¢;;. Damit ist (1) gezeigt. Aus det G =1 folgt die Flidchentreue
direkt nach Definition 6.3. Ist umgekehrt F flichentreu, so gilt fiir beliebiges xg € U mit
D.(z0) = {z € R? : |2 — x| < €}

vdet G(zp) = lim —/ VdetG = hm —A(F’Dg(xo ) = lim iARQ( D.(z0)) = 1.
D, (1‘0

e\0 me2 e\0 me2
Ist schliefllich F' winkeltreu und e; o die Standardbasis, so folgt mit Lemma 6.2
912 = llexllg lleally cos Z(DF - e1, DF - e2) = |lexll |leally cos Lg2(e1,e2) = 0,

g11 — 922 = 9(61 +ez,e1 —e) = H€1 + ezHg H€1 — €2Hg COs ZR2(€1 + e2,e1 — 62) = 0.

Die Darstellung in (3) gilt also mit A = \/(g11 + g22)/2 > 0. Die umgekehrte Implikation in
(3) folgt direkt aus Lemma 6.2. O
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Um eine langentreue bzw. flichentreue bzw. winkeltreue Umparametrisierung einer gegebenen
Fliche F € CY(U,R?) herzustellen, ist nach Satz 6.1 ein Diffeomorphismus ¢ : V — U zu
bestimmen , der folgende Gleichungen 16st:

G=D¢" (Gogp)Dp =E, fir F
= (det Q) o ¢ (det DY) =1 fiir F
= D¢ (Gop)Dp e RTEy  fiir F

= F o ¢ ldangentreu,
F o ¢ flachentreu,
F o ¢ winkeltreu.

Die Bedingung der Lingentreue fiihrt auf drei Bedingungen fiir zwei gesuchte Funktionen ¢!
und ¢?. Es konnte der Verdacht aufkommen, dass dieses Problem iiberbestimmt ist, also nicht
immer gelost werden kann. Dieser Zweifel ist in der Tat berechtigt, zum Beispiel kann ein Ge-
biet auf der Sphére nicht ldngentreu parametrisert werden. Gaufl hat eine Kriimmungsgrofie
gefunden, die im Fall der Existenz einer ldngentreuen Parametrisierung verschwinden muss.
Diesen Satz, den Gauf3 als Theorema egregium bezeichnet hat, werden wir spéter diskutieren.
Die Bedeutung der winkeltreuen (oder konformen) Parametrisierung liegt in dem Bezug zur
komplexen Analysis. Sei F': U — V ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus zwischen
den offenen Mengen U,V C R2, also insbesondere det DF > 0. Nach Lemma 6.3(3) ist F'
genau dann winkeltreu beziiglich des Standardskalarprodukts, wenn DETDF = M\?E, fiir
eine Funktion A > 0, das heifit %DF ist orthogonal. Schreiben wir F' = (u,v) = u + iv, so
bedeutet das

Uy Uy
Vg Uy

DF(z) = <

) € RTSO(2) bzw. dquivalent u, = v, und u, = —v,.

Die orientierungserhaltenden, winkeltreuen Diffeomorphismen sind also genau die holomor-
phen Diffeomorphismen. Hat man nun zwei winkeltreue Parameterdarstellungen einer Fliche,
und ist der Parameterwechsel orientierungserhaltend, so ist der Parameterwechsel holomorph.
Dies ist der Anfangspunkt der Theorie der Riemannschen Fldchen, also der eindimensionalen
komplexen Mannigfaltigkeiten.

Satz 6.2 (Existenz konformer Parameter) Sei ' € C*(U, R3) eine regulire Fliche.
Dann gibt es zu wyg € U eine Umgebung U und einen Diffeomorphismus ¢ € C*>°(V,U),
so dass F o ¢:V — R3 winkeltreu (konform) parametrisiert ist.

Der Beweis dieses Satzes erfordert die lokale Losung einer elliptischen partiellen Differenti-
algleichung und kann an dieser Stelle nicht gefiihrt werden. Der erste Beweis stammt von
Gaufl*. Er setzte voraus, dass die Koordinatenfunktionen F* = F(z,y) der gegeben Fliche
reell-analytisch sind, das heiflt sie sind lokal als Potenzreihen in den Variablen z und y
darstellbar, und erhélt dann die Losung ebenfalls als lokal konvergente Potenzreihe. Der
erste Beweis fiir glatte Flichen stammt von L. Lichtenstein (1911).

Wir wollen schliellich kurz auf die flichentreuen Parametrisierungen eingehen. Der lo-
kale Existenzbeweis kann auf die Losung eines Anfangswertproblems fiir gewdohnliche
Differentialgleichungen reduziert werden.

*C.F.GauB}: Allgemeine Auflosung der Aufgabe, die Theile einer gegebenen Fliche auf einer andern ge-
gebenen Fliche so abzubilden, dafl die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen &hnlich wird.
Preisschrift fiir die Kopenhagener Akademie der Wissenschaften, 1825
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Satz 6.3 (Existenz flichentreuer Parameter) Sei F' € C*(U,R?) eine regulire Fliche
und wg € U. Dann ¢ibt es eine Umgebung U von wg und einen Diffeomorphismus ¢ : V — U,
so dass Fo¢:V — R3 flichentreu parametrisiert ist.

BEwEIs: Wir kénnen wg = 0 annehmen, und machen fiir ¢ den Ansatz

¢(z,y) = (z,¢(z,y)) mit ¢(0,0) =0 = D‘?:(solx £>

Wie nach Lemma 6.2 gezeigt, ist Fo¢ genau dann flichentreu, wenn det(Go¢) (det D¢)? = 1.
Der Satz ist also bewiesen, wenn ¢ glatte Losung des folgenden Anfangswertproblems ist:

Op _ 1
Vdet Gz, p(z,y))

Nach Picard-Lindelof besitzt dieses Problem fiir |z, |y| < d eine eindeutige Losung, die glatt
von z und y abhingt.f O

und  ¢(z,0) = 0.

fygl. J. Dieudonné: Foundations of modern analysis, Academic Press, New York and London 1969, §X,7
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7 Die zweite Fundamentalform einer Fliche

Wir kommen jetzt zur Definition der Kriimmung einer Fléche. Da eine Fldche in verschiedenen
Richtungen unterschiedlich gekriimmt sein kann, erwarten wir nicht, die Kriitmmung nur durch
eine Funktion zu erfassen. Stattdessen lassen wir uns von der Idee leiten, dass die Kriitmmung
die Normalkomponente der zweiten Ableitungen sein sollte, vgl. die entsprechende Definition
2.2 fiir Kurven.

Definition 7.1 (zweite Fundamentalform) Sei F' € C?(U,R3) eine requlire Fliche mit
FEinheitsnormale N : U — S? lings F. Die von x € U abhingige symmetrische Bilinearform

h(@)(v,w) = (D*F(2)(v,w), N(z)) (v,w € R?)
heifft zweite Fundamentalform von F'. Beziiglich der Standardbasis hat h die Koeffizienten
hij 1 U = R, hij(z) = (05F(x), N(z)) (1<i,j<2).

In einem Skalarproduktraum kann man jeder Bilinearform kanonisch eine lineare Abbildung
zuordnen. Dies ist zum Beispiel deshalb wichtig, weil man dann von den Eigenwerten der
Bilinearform reden kann, und zwar meint man die Eigenwerte der zugeordneten Abbildung.
Wir wollen diese Tatsache aus der linearen Algebra kurz wiederholen.

Lemma 7.1 Sei g(-,-) ein Skalarprodukt und h(-,-) eine Bilinearform auf R™. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung S : R™ — R™ mit

(7.1) h(v,w) = g(v, Sw)  fiir alle v,w € R™.
Ist h symmetrisch, so ist S selbstadjungiert beziiglich g, das heifst es gilt
g(Sv,w) = g(v,Sw)  fir alle v,w € R™.

BEWEIS: Es sei (¢¥/) die inverse Matrix zu (g;;), das heifit
n .
(7.2) Zgijgjkzéf firi,k=1,...,n.
j=1
Wir definieren S durch seine Matrixdarstellung, und zwar sei Se; = Z?Zl Slj ej mit
) n
S) = Zgﬂkhkl fir j,l =1,...,n.
k=1

Gleichung (7.1) folgt, denn fiir v = e; und w = ¢; gilt

glei,Se)) = gi; S = (Zgij gjk) byt = hi.
j=1 1 =1

k=
:(sf

Die Eindeutigkeit von S mit (7.1) ist offensichtlich, ebenso die Selbstadjungiertheit von S,
wenn h symmetrisch ist. O
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Definition 7.2 Sei F' € C?(U,R?) eine regulire Fliche mit Normale N lings F, und h die
zugehirige zweite Fundamentalform. Die eindeutig bestimmte, von x € U abhdngige lineare
Abbildung S(x) : R? — R? mit

(7.3) hz)(v,w) = g(z)(S(z)v,w)  fir alle v,w € R?

heifst Weingartenabbildung von F'. Beziiglich der Standardbasis hat sie die Matrizdarstellung

2 2

(7.4) S@)er =Y Si(z)e;  mit Sp(x) = g (x) hj(x).

i=1 j=1
Die Weingartenabbildung S ist selbstadjungiert beziiglich g fiir alle x € U.

Im allgemeinen ist die Standardbasis keine g¢g-Orthonormalbasis, und die Matrix von S
beziiglich der Standardbasis ist nicht symmetrisch.

Beispiel 7.1 Fiir Graphen F : U — R3, F(x,y) = (z,9, f(z,y)) haben wir in Beispiel 6.1
und Beispiel 6.2 die Normale und die erste Fundamentalform berechnet:

N:M und (gij):<1+f§ fmfy>

/1_|_f§+fy2 f:vfy 1‘|‘f§

Die zweite Fundamentalform ergibt sich ohne weiteres zu

NS B L fa fa
(h@]) = ((aZ]F,N>) - \/m < fmy fyz > ‘

Fiir die Berechnung der Weingartenabbildung brauchen wir die Inverse von (g;;):

7\ 1 1 + f2 _fmfy )
O Ny < Cfdy 12 )
Daraus folgt nach etwas Rechnung die Matrix der Weingartenabbildung;:
_ 1 ( (1+fy2)f:v:v_fmfyfmy (1+fy2)fmy_f:vfyfyy )
A+ f24 £232 \ L+ f2) foy = fofy fox L+ f3) fyy — foly fay )

Hat der Graph im Punkt (2o, f(20)) € U x R eine horizontale Tangentialebene, das heifit es
gilt Df(zp) = 0, so folgt beziiglich der nach oben weisenden Normalen

(7.5) 9ij(20) = 0ij,  Oigjr(20) =0,  Sj(20) = hij(20) = 05 f(20)-

Beispiel 7.2 Fiir eine Rotationsfliche F(t,¢) = (r(t)cosp,r(t)sin g, h(t)) gilt, vergleiche
Beispiel 6.3,

1 —h cos r'cosp —rsing
=— | —}'sin un = | r'sin T COS
N ~ — B sin ¢ d DF "sin e |,
(r')2 + (h) o % 0

und ferner

= ().
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Daraus ergibt sich fiir die zweite Fundamentalform

(h.) B 1 R — B! 0
TV 0 )

und schliellich die Weingartenabbildung
o N
S _ (,,,./)2 + (h/)23
0

K1
(7,1)2 + (h/)Q r

Die geneigten Leser mogen iiberpriifen: der erste Eintrag in der Matrix von S ist genau die
Kriimmung der ebenen Kurve ¢(t) = (r(t),0, h(t)) beziiglich der Normalen N (t) = N(¢,0).

Satz 7.1 (Weingartengleichung) Sei F: U — R? regulire C?-Fliche mit zweiter Funda-
mentalform h und Weingartenabbildung S beziiglich der Normalen N. Dann gilt

DN =—-DF-S wund h(v,w)=—(DN - -v,DF -w).
Beweis: Fiir 1 < j,k < 2 gilt (0;N, N) = 39;|N|? = 0 sowie

(0;N,0,F) = 0; (N, 0 F) —(N, 0% F) = —h(ej, er) = —g(Sej,ex) = —(DF - Sej, DF - ey,).
=0
Es folgt DN -ej = —DF - Se;, also die erste Behauptung, und weiter
h(v,w) = g(Sv,w) = (DF - Sv, DF -w) = —(DN -v,DF).

Ebene Kurven konstanter Kriimmung sind Geraden oder Kreise, siehe Satz 2.1. Wir zeigen
nun entsprechende Aussagen fiir Fliachen.

Satz 7.2 Sei U C R? zusammenhingend, und F : U — R3 eine C?-Fliche mit Normale N
und zweiter Fundamentalform h. Dann sind dquivalent:

(1) F(U) liegt in einer Ebene.
(2) h=0.
(3) N ist konstant.

BeEweis: Liegt F(U) in einer affinen Ebene p + E, so bilden 0;F eine Basis von E und
folglich ist N Normalenvektor von E. Aber 8%F liegt in F, also h = (D?F, N) = 0.

Aus h =0 bzw. S = 0 folgt mit der Weingartengleichung DN = —DF - § = 0.

Ist N konstant, so folgt D(F,N) = (DF,N) + (F,DN) = 0, also ist (¥, N) konstant.
(|

Satz 7.3 Sei U C R? zusammenhingend, F : U — R3 eine C?-Fliche und R > 0. Dann
sind folgende Aussagen Guivalent:
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(1) F(U) liegt in einer Sphire mit Radius R.
(2) h==%%g bzw. S = £1d.

BEWEIS: Betrachte fiir m € R? die Funktion f(z) = |F(z) — m|? mit Ableitungen

0;f =(F—m,0;F) und agjf:<F—m,8i2jF>—|—gij.

Ist m Mittelpunkt der Sphére in (1), so ist die Funktion f konstant. Es folgt dann ' —m L
Bild DF, also bei geeigneter Wahl der Normalen F' —m = —RN, und weiter

0 —82f = _<RN’ai2jF> + gij = —Rhij + gij-

Sei umgekehrt h = % g nach geeigneter Wahl der Normalen. Dann folgt aus Satz 7.1, dass die
Funktion m := F' — RN konstant ist:

1
Bjm = 8jF - RajN = 3jF — RDF - Sej = 3jF — RDF - Eej =0.
Wegen F'=m + RN liegt F' damit auf einer Sphére vom Radius R. O
Satz 7.4 (Transformationsverhalten von h und S) Sei F € C%*(U,R3) eine regulire

Fliche mit zweiter Fundamentalform h beziiglich der Normalen N.

(1) Ist F=Fo ¢ Umparametrisierung mit einem C?- Dzﬁeomorphzsmus ¢o:V = U, so
folgt fiir die zweite Fundamentalform von F bzgl. der Normalen N = N o ¢

2

B(v, w)=ho¢(Dop-v,Dp-w) bzw. Bij = Z hgi o gb(?l-gbkaqul,

oder dquivalent fir die Weingartenabbildung
= (D¢)™" (S 0 ¢) Dg.
(2) Unter einer Euklidischen Bewegung F=QF +amit Q € O(3), a € R? folgt h = h und
S =8, bzgl. der Normalen N = QN.

BEWEIS: Aus Satz 7.1, der Weingartengleichung, erhalten wir
h(v,w) = —(DN -v,DF - w) = —((DN) o ¢ D¢ - v, (DF) 0 ¢ D - w) = ho ¢(D¢ - v, D - w).

Die Koordinatendarstellung ergibt sich hieraus wie in Satz 6.1 durch Einsetzen von e;,e;.
Weiter folgt mit Definition 7.2 und Satz 6.1

(0(2))(Do(z)v, Dp(z)w)
(0(2))(S(¢(x)) D ()v, Dp(x)w)

(6(x))(D(x) Do ()" S(¢(x)) D(x)v, D (x)w)
(2)(Do(z) "' S(6()) Dg()v, w).

Mit Definition 7.2 folgt die Transformationsformel fiir S. Fiir Behauptung (2) berechnen wir

hij(@) = (85(QF + a)(z), QN (x)) = (Q 0 F(x), QN (x)) = hyj(<).

h(z)(v,w) =

>

T

<

T

@
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Die Gleichheit S = S folgt nun aus Satz 6.1(2) und Definition 7.2. a

Zu jedem Punkt 2 € U existiert eine Basis vq, vy von R? mit
(7.6) g(x)(vi,v5) =6 und  h(x)(v;,vj) = 20  fiir gewisse 519 € R.

Dies ist eine wohlbekannte Tatsache aus der linearen Algebra, doch der nachfolgende Beweis
ist instruktiv. Sei wy,ws € R? eine Orthonormalbasis beziiglich g(z); eine solche Basis kann
aus einer beliebigen Basis mit dem Verfahren von Gram-Schmidt hergestellt werden. Jeder
Vektor v € R? mit [|v||4¢,) = 1 besitzt dann eine Darstellung v = (cost)w; + (sin¢)wy mit
t € 10,27x], und es gilt

Hg(x

h(z)(v,v) = h(z)(w1,w;) cos®t + h(x)(ws, ws) sin®t + 2 h(z)(wy,ws) sint cost.

Die rechte Seite ist 2m-periodisch und stetig in ¢, nimmt also ihr Infimum an einer Stelle

t1 € [0,27) an. Die Vektoren v; = cos(t1)wy + sin(t1)we und ve = —sin(t1)wy + cos(ty)ws
bilden dann wieder eine Orthonormalbasis beziiglich g(z), und es folgt
d
0= d—h(ﬂ:)((cos T)v1 + (sinT)vg, (cos T)v1 + (sinT)va) ;=g = 2 h(z)(v1, v2).
T

Also sind vy, v9 wie in (7.6) verlangt. Dariiber hinaus gilt fiir v = (cost)v; + (sint)vy
h(x)(v,v) = 21 cos®t + sy sint € [501, 200] it 3¢; = h(x)(vy,v;) fiir i = 1,2,
das heifit die Funktion v + h(z)(v,v) hat unter der Nebenbedingung [|v[|4;) = 1 in v = v
das Minimum h(z)(vy,v1) = 23 und in v = vy das Maximum h(z)(ve,ve) = 325. Wegen
9(z)(S(x)vi,vj) = h(z)(vi, v5) = 2;:0;5 = g(x)(54v;,v5)

sind die vy 2 genau die Eigenvektoren der Weingartenabbildung zu den Eigenwerten sz 5.

Definition 7.3 (Hauptkriimmungen) Sei F' € C?(U,R3) eine Fliche mit erster Funda-
mentalform g und Weingartenabbildung S. Die beiden Eigenwerte s, 39 von S(x) heiflen
Hauptkrimmungen von F im Punkt x € U, die zugehirigen FEigenvektoren von S(x) mit
Normierung [|v]|gz) = 1 heiflen Hauptkrimmungsrichtungen. Ferner heifien

1
H = 5(%1 +09)  und K =m0

mittlere Kriimmung bzw. Gaufische Kriimmung von F in x € U.

Die Hauptkriimmungen héngen nicht von der Wahl der Parametrisierung ab, sie sind geo-
metrische Invarianten: sei F = F o ¢ eine Umparametrisierung der Fliche F € C?(U,R3)
mit dem Diffeomorphismus ¢ € C%(V,U). Ist v € R? Hauptkriimmungsrichtung von F mit
Hauptkriimmung 3¢ im Punkt = € V, so folgt

Do)l g(p(z)) = IVllg) = 1,

S(¢(x))Dé(x)v = Dd(x)S(x) D(ar) "' D(x)v = 5 Dp(a)v.
Also ist D¢(xz)v Hauptkriimmungsrichtung von F' im Punkt ¢(z) zum gleichen Eigenwert.

Beachten Sie DF(¢(z)D¢(x)v = DF(z)v, das heift v und D¢(x)v entsprechen demselben
Tangentialvektor der Fliche in R3.
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Beispiel 7.3 Fiir das Helikoid F : R? — R3, F(s,t) = (scost, ssint,at), mit a > 0 gilt

1

O F = (cost,sint,0), 0oF = (—ssint,scost,a), N = m(

asint, —acost,s),

und weiter
011 F =1(0,0,0), 019F = 091 F = (—sint,cost,0), 0F = —(scost,ssint,0).

Fiir die erste und zweite Fundamentalform ergibt sich

a

0 S
1 0 N 2
(9ij) = < 0 §24 a2 > ;o (hig) = a 80+a

V2t a2
Daraus folgt fiir die Weingartenabbildung und die Hauptkriimmungsrichtungen
a 0 V82 +a? 1 1

_m 1 0 y ’(}12:— 1

v R

Insbesondere hat das Helikoid die mittlere Kriimmung bzw. Gauflsche Kriimmung

S:

H=0 und K= —<L)2.

g2 + a2
Beispiel 7.4 Die Rotationsfliche F(t,¢) = (r(t)cosp,r(t)sinp, h(t)) hat als Haupt-
kriimmungsrichtungen
v = S S vy = 2
P+ (1) e
mit zugehorigen Hauptkriimmungen
7,,/h// _ h/T'// h/ 1
| = und sy = — .

53

2+ (W2 r

Beispiel 7.5 Die mittlere und Gaufische Kriimmung einer in Graphendarstellung gegebenen
Fliche F : U — R3, F(z,y) = (x,y, f(x,y)) lauten

g U ew = 2o fyfay + (L4 J2) iy
21+ f2+ f3)3? ’

fma:fyy - x2y
I+ f2+ 1%

7+ ()

Anstatt von einer gegebenen Flidche auszugehen und deren Kriimmungen zu berech-
nen, kann man umgekehrt das Problem betrachten, eine Fldche mit vorgeschriebener
Kriimmungsfunktion zu bestimmen: zu einer gegebenen Funktion H : U x R — R, H =
H(z,y,z) sucht man also einen Graphen F : U — R3, F(x,y) = (x,y, f(x,%)), der in je-
dem Punkt F(z,y) die mittlere Kriimmung H(F(z,y)) hat. Analog kann man die Gaufische
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Kriimmung als Funktion K : U x R - R, K = K(z,y, z), vorschreiben. Gesucht sind dann
also Losungen der Gleichung vorgeschriebener mittlerer Kriimmung

(L fy)fow = 2fafyfoy + (L4 f2) fuy
201+ f2 + [P

= H(z,y, f(z,y))

bzw. der Monge-Ampére Gleichung

f:v:vfyy - J%y
(L+ 2+ f7)?

Diese Probleme haben die Entwicklung der Theorie partieller Differentialgleichungen im 20.
Jahrhundert mafigeblich beeinflusst.

= K(z,y, f(z,y)).

Wir wollen nun dhnlich wie bei Kurven eine lokale Normalform fiir Flachen herleiten.

Satz 7.5 (Lokale Normalform von Flichen) Sei F € C*(V,R?), k > 1, regulire Fliche
und B(X) = Q(X — F(wp)) fir @ € O(3) mit Q(BildDF(wo)) = R2. Dann gibt es eine
Umgebung W C V von wy, einen C*-Diffeomorphismus ¢ : W — U mit ¢p(wy) = 0 und eine
Funktion f € C*(U) mit f(0) =0, Df(0) =0, so dass fir F =BoFo¢~':U —R3 gilt:

Fa,y) = (z,y, f(z,y))  fir ale (z,y) €U

Ist F e C?(V,R3), so gilt bei geeigneter Wahl von Q auferdem die Entwicklung

fl@,y) = = (az® + s0y°) + o(z® + 7).

DN | =

Dabei sind 12 die Hauptkrimmungen von F' im Nullpunkt beziiglich der Normalen e3.

Bemerkung. Die s 2 sind auch die Hauptkriimmungen der gegebenen Fléche F im Punkt
wo beziiglich der Normalen Q !'es. Dies folgt direkt aus der Invarianz gegeniiber Umpara-
metrisierungen und Euklidischen Bewegungen.

BEWEIS: Bezeichnet 7 die Orthogonalprojektion auf R? x {0} = R?, so folgt

B(F(wg)) =0 wund ker D(moBo F)(wy) = ker (10 Qo DF(wy)) = {0}.

Nach dem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung W von wy, so dass ¢ := mo B o F:W =
¢(W) =: U ein C*-Diffeomorphismus ist mit ¢(wg) = 0. Nun folgt fiir F = Bo F o ¢!

woF:(WoBoF)ogb_l:idU.

Also gilt F(z,y) = (z,y, f(v,y)) mit f = F3 ¢ C*(U). Weiter folgt F(0) = B(F(¢~1(0))) =
B(F(wp)) = 0, insbesondere f(0) = F3(0) = 0, und wegen DF(0) = Q DF(wg) D¢~1(0)

Bild DF(0) C Q(Bild DF(wp)) =R* x {0} = Df(0) = DF3(0) = 0.

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Fiir die zweite drehen wir die Fliche noch um die
z-Achse. Seien v1 2 die Hauptkriimmungsrichtungen von F' im Nullpunkt. Dann gilt

5@‘ = <DF(O)U¢,DF(O)UJ'>R3 = <Ui7vj>]R2-
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Also ist durch Rv; = e;, 1 = 1,2, eine Abbildung R € O(2) definiert. Bezeichne mit Qr € O(3)
die Fortsetzung mit Qgres = es. Dann ist QrF Graph der Funktion fr = f o R™! auf der
Menge R(U). Es gilt fr(0) =0, Dfr(0) = 0, sowie fiir alle v € R?

2 2
D2 fa(0)(v,0) = o3 fr(s)lsmo = g (R0}l aco = D*(O)(R 0, B0)

Nach Polarisationsformel folgt D?fr(0)(v,w) = D?f(0)(Rv, Rw) fiir alle v,w € R%. Nun ist
D?f(0) = h(0) die zweite Fundamentalform von F im Punkt z = 0 beziiglich der Normalen
es, siehe (7.5). Es ergibt sich nach Wahl von R

DQfR(O)(Bi, ej) = D2f(0)(R71€Z', Rilej) = h(O)(’UZ',’Uj) = %252J

Betrachten wir statt F' die Fliche QQrF und beachten die Invarianz der Hauptkriimmungen
unter g, so folgt die behauptete Entwicklung. O

Sei ' : U — R3 F(z) = (z,f(2)) eine in lokaler Normalform gegebene Fliche, und N
Einheitsnormale mit N(0) = es. Dann konnen wir die zweite Fundamentalform h(0) bzw.
genauer ihre quadratische Form h(0)(v,v) wie folgt geometrisch interpretieren. Fiir v € R?
mit [[v][g) = [v] = 1 heiit

7 (=8,8) = B3, y(s) = F(sv) = (sv, f(s))

Normalschnitt bei 0 € U in Richtung v. Es gilt 4/(0) = v, und ~ verlduft in der durch v, e3
aufgespannten Ebene F. Beziiglich der Normalen eg hat der Normalschnitt v die Kriimmung

%= (7"(0),e5) = D*£(0)(v,v) = h(0)(v,v).

Ist F € C%(U,R3) beliebige regulire Fliche und [vllgy = 1, so heifit h(x)(v,v) Normal-
kriimmung von F' im Punkt z in Richtung v. Sind s¢1 » die Hauptkriimmungen zu den Haupt-
kriimmungsrichtungen vy 2, so gilt

h(z)(v,v) = cos?(t)s; + sin®(t)sy  fiir v = cos(t)vy + sin(t)vs.

Die Hauptkriimmungen sind also die Extremwerte der Normalkriimmung. Dies hatten wir
schon bei der Definition der Hauptkriimmungen festgestellt, siehe (7.6).

Bei der folgenden Definition sei daran erinnert, dass die Gaufische Kriimmung als
Produkt der beiden Hauptkriimmungen bzw. Determinante der Weingartenabbildung nicht
von der Wahl der Normalen abhéngt.

Definition 7.4 Sei F : U — R3 eine requlire C?-Fliche mit Gaufscher Kriimmung K. Der
Punkt x € U heift

elliptisch < K(x)>
hyperbolisch < K(x) <

o o o

parabolisch < K(z) =

Folgerung 7.1 Sei F : U — R? eine regulire C?-Fliche mit Normale N und Gaufscher
Krimmung K. Dann gelten fir zg € U folgende Aussagen:
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(1) Ist K(z9) > 0, so gibt es eine Umgebung V von zy mit (F(z) — F(z9), N(z0)) # 0 fiir
alle z € V\{20}, das heifit F liegt lokal auf einer Seite der affinen Tangentialebene.

(2) Ist K(z) < 0, so hat dagegen die Funktion z — (F(z)—F(z0), N(29)) in jeder Umgebung
von zg sowohl strikt positive als auch strikt negative Werte.

BEWEIS: Wir kénnen annehmen, dass F' in Normalform gegeben ist, das heifit es ist zg = 0,

N(zp) = ez und F(z) = (z, f(2)) mit

fl,y) = = (az® + s0y°) + o(z® + y°).

DO =

Es gilt dann (F(z) — F'(20), N(20)) = f(z). Betrachte nun eine Folge z; = (x,yx) # 0 mit
zr — 0. Nach Ubergang zu einer Teilfolge gilt dann 23 /|zx| — (&,7) € S, und es folgt

S . %(%lxi +onyp) 1 2 2
1 _ _1
P PO e N P 3 (& +sa)

Ist zum Beispiel 3¢9 > 0 in 29 = 0, so zeigt ein Widerspruchsargument f(z) > 0 fiir z # 0
nahe bei zgp = 0. Ist dagegen s < 0 < 55 in 29 = 0, so folgt direkt f(se;) < 0und f(sez) >0
fiir s hinreichend klein. O

Definition 7.5 Sei F : U — R3 eine requlire C?-Fliche mit Normale N und erster bzw.
zweiter Fundamentalform g bzw. h. Ein Vektor v € R? mit [vllgw) = 1 heifit Asymptoten-
richtung im Punkt x € U, falls h(z)(v,v) = 0.

Seien 1 < 225 die beiden Hauptkrimmungen in z € U, mit Hauptkriimmungsrichtungen vy
und ve, und K(z) = s die Gaulsche Kriimmung in « € U. Die folgende Tabelle gibt die
Asymptotenrichtungen v (bis aufs Vorzeichen) an:

2 —1]
U1 +
M2 — 1 2 — 1

—~
8
~—

<0 1 <0< 29 v = V2,

K(z)>0 512>0,32<0 es gibt keine Asymptotenrichtungen,
K(z)=0 w1 =0 < 59 v =01,
w1 <0 =1 v = Vg,

w1 =9 =10 v beliebig.

Definition 7.6 Sei F': U — R3 eine C%-Fliche. Eine requlire Kurve v : I — U heifit

/
t
Kriimmungslinie < |7’Et§| ist Hauptkrimmungsrichtung fiir alle t € I,
Y
. y(t) . . .
Asymptotenlinie < 0] ist Asymptotenrichtung fiir alle t € 1.
Y

Beispiel 7.6 Sei F: I x R — R3, F(t,¢) = (r(t) cos p, r(t) sin ¢, h(t)) eine Rotationsfliiche.
Fiir festes ¢ € R ist die Kurve t — (t,¢) eine Kriilmmungslinie, ebenso fiir festes ¢t € I die
Kurve ¢ — (t,¢). Dies folgt daraus, dass in der gegebenen Parametrisierung die Weingar-
tenabbildung diagonalisiert ist, siche Beispiel 7.4.
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8 Die Gleichungen H =0 und K =0

In diesem Kapitel wollen wir einen Blick auf die beiden Gleichungen H = 0 beziehungswei-
se K = 0 werfen, und damit als Beispielklassen die Minimalflichen und die Regelflichen
einfithren. Die Minimalflachen treten in der Natur als Seifenh&ute auf, die in einen Draht ein-
gespannt sind. Die Seifenhaut minimiert unter dieser Nebenbedingung ihre Oberfliche und
befindet sich deshalb in einem Spannungsgleichgewicht. Genau diesen Aspekt wollen wir ma-
thematisch erfassen. Wir beginnen mit zwei Hilfsaussagen, die aber von allgemeinem Interesse
sind.

Lemma 8.1 (Zerlegung in Normal- und Tangentialkomponente) Sei F € C'(U,R?)
eine requlire Fldche mit Normale N und erster Fundamentalform g. Dann gibt es zu jeder
vektorwertigen Funktion X : U — R3 ein eindeutig bestimmtes Vektorfeld &€ : U — R? mit
X =DF - £+ (X,N)N, und zwar gilt, wenn (g"7) die inverse Matriz zu (g;;) bezeichnet,

2
£=Y g7(X,0,F)e;,
ij=1
Ist F € C*(U,R?) und X € CK(U,R3), so ist £ € C*(U,R?).
BeEwEIs: Die Eindeutigkeit ist klar wegen ker DF = {0}. Fiir £ wie in der Behauptung folgt

2 2
(DF -£,0,F) = Y g7 (X, 0,F)0;F, 0, F) = Y _(X,0,F)g" gjp, = (X, 0, F).
i,j=1 tj=1
Hieraus folgt leicht X = DF - &+ (X, N)N. O

Als zweites brauchen wir die wohlbekannte Regel fiir die Ableitung der Determinante. Im
Fall n = 2 kann diese auch explizit iiberpriift werden, da die Formeln fiir die Determinante
und die inverse Matrix sehr einfach sind.

Lemma 8.2 Ist G : (—¢,e) — R"™" in t = 0 differenzierbar und det (G(0)) # 0, so gilt

%(det @) lio = det (G(0)) tr (G(0)"'G/(0)).

BeEwEISs: Wir zeigen die Aussage erst im Fall G(0) = E,,. Nach Definition gilt

det(G) =g11- “Gnn + Z blgn glo( )y oo 9no(n)-
oeSy\{id}

Nun gilt g;;(t) = ;5 + g;;(0)t + o(t), und fiir o # id ist o(i) # ¢ fiir mindestens zwei
i€ {1,...,n}. Daraus folgt

—det )|t= O—Zgu 0) = tr G'(0).

Fiir G(0) € Gl,(R) beliebig verwenden wir det (G(t)) = det (G(0)) det (G(0)'G(t)), und
erhalten wegen (G(0)~'G)’(0) = G(0)"'G’(0) die gewiinschte Formel

%det( )|t=o = det (G(0)) tr (G(0)'G'(0)).
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Definition 8.1 Sei F : U — R? eine regulire C?-Fliche mit mittlerer Krimmung H
beztiglich der Normalen N. Der mittlere Kriimmungsvektor von F ist dann die Funktion

H=2HN:U —R®.
H ist unabhdngig von der Wahl der Normalen N definiert.

Wir wollen jetzt noch eine Notation zur Integration auf Flichen einfithren. Fiir eine C'-Fliche
F : U — R? mit erster Fundamentalform g und eine Funktion f : U — R schreiben wir

(81) /deAg = /Uf\/ detG fﬁI‘ G = (gij)lgi,jg%

falls das rechte Integral im Sinn von Riemann oder Lebesgue definiert ist. In diesem Zu-
sammenhang nennt man dA, auch das induzierte Flichenelement von F. Prézise ist durch
Ay(E) = [z VdetG ein MaB auf U definiert, und (8.1) ist einfach das Integral beziiglich
dieses MaBes. Bei einer Umparametrisierung F' = F o ¢ mit ¢ € C YV, U) liefert Satz 6.1 in
Verbindung mit dem Transformationssatz

/fo¢dA~:/(f\/detG)qu|detD¢|:/fdAg fir f:U — R.
\% 4 U

Das Integral ist also invariant unter Umparametrisierungen, vergleiche (6.1).

Satz 8.1 (Erste Variation des Flicheninhalts) Sei F(-,t): U — R3, t € (—¢gg,20), eine
FEinparameterschar von requldren Flichen, so dass gilt:

(1) F € C?(U x (—¢¢,€0),R3),

(2) F(-,0) ist regulir und A(F(-,0)) < oo,

(3) Es gibt eine kompakte Menge K C U, so dass F(-,t) = F(-,0) auf U\K.
Dann ist F(-,t) reguldr fir alle t € (—e,e) C (—€0,€0), und mit ¢ = O F gilt

d

%A(F):_/U<ﬁ’¢>dAg fir t € (—¢,¢).

BEWEIS: Die Regularitit von F(-,t) fiir t € (—¢,¢) folgt leicht mit einem Widerspruchsargu-
ment aus (2) und (3). Wir berechnen als erstes

Orgij = 0 (OiF, 0;F) = (0;9,0;F) + (0;F, 0;9).

Mit Lemma 8.2 folgt
1 2 2
O/ det(G) = 5\/ det(G) Z g”&,ggﬂ =/ det(G) Z g” <8J‘F, @q&)
i,j=1 6,j=1
Durch Vertauschen des Integrals mit der Parameterableitung nach ¢ folgt
d 2
(8.2) CA(F) = /U S gU(0,F,0:6) dA,.
i,j=1
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Betrachte nun erst den Fall, dass ¢ ein normales Variationsfeld ist, das heisBt ¢ = N mit
@ : U — R. Dann folgt aus der Weingartengleichung

0;¢p = 0;(¢N) = ¢ O;N + (0ijp) N = —p DF - Se; + (0;0) N,

und weiter mit 2H = tr S = Zijzl g h;; und (8.2)

/ Zgjhwdflg ——/<H,¢>dAg

1,j=1

Als zweites sei ¢ = DF - ¢ fiir ein Vektorfeld ¢ € C1(U,R?) mit & = 0 auf U\K. Sei ¢ :
U xR — U der Fluss von &, das heifit

351/1(907 s) = 5(1/1(907 S)) und 1/1(957 0) ==z.

Die Abbildungen ¥(-,s) : U — U sind C!-Diffeomorphismen mit (-, s) = id auf U\ K, und
es gilt Os(F ov))|s=0 = DF -£. Also folgt mit (8.2) und der Invarianz des Fldcheninhalts unter
Umparametrisierungen

d 0 -

—A(F) = —A(F s=0=0=— [ (H,¢p)dA

CA(F) = £ A(F 0 )1=o | d.0)a,

Da sich jedes Vektorfeld ¢ in der Form ¢ = pv + DF - £ schreiben ldsst nach Lemma 8.1, ist
der Satz bewiesen. O

Definition 8.2 FEine regulire Fliche F € C*(U,R3) mit mittlerer Kriimmung H = 0 heifit
Minimalfidche.

Die untenstehende Folgerung besagt, dass die Minimalflichengleichung H = 0 &quivalent
dazu ist, dass die Ableitung des Flicheninhalts fiir alle normalen Variationen mit kompaktem
Tréager gleich Null ist. Analog zu der Situation bei Extremwerten reeller Funktionen be-
deutet die Bedingung nicht, dass der Flacheninhalt unter den gegebenen Randbedingungen
tatsdchlich minimiert wird, sondern es ist lediglich eine notwendige Bedingung.

Folgerung 8.1 (Variationscharakterisierung der Minimalflichen) Fiir eine reguldire
C?-Fliche F : U — R? sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) H=0.
d
(2) aA(F +tp)|t=0 = 0 fiir alle normalen Variationen ¢ = N, mit p € C°(U).

Beweis: Die Implikation (1) = (2) folgt direkt aus Satz 8.1, und umgekehrt liefert der Satz

/gogwret _5# (F+toN)|i—o = 0 fiir alle p € C(T).

Ein Standardargument, das Fundamentallemma der Variationsrechung, zeigt nun H = 0. O

Als Beispiel fiir Minimalflichen haben wir bereits das Helikoid kennengelernt, siehe Beispiel
7.3. Um weitere Beispiele zu berechnen, wollen wir aus Satz 8.1 eine Umformulierung der
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Minimalflichengleichung herleiten. Dazu fithren wir fiir eine Riemannsche Metrik (gi;)1<i j<2
auf einer offenen Menge U C R? den folgenden Differentialoperator ein:

2
1 .

A:C’2U—>COU,A = 0; (Vdet G ¢ 0;u).

g (U) (U), Agu /—detGiEj:1 ( etGyg Ju)

Ay heifit Laplace-Beltrami-Operator von g.

Folgerung 8.2 Fiir eine regulire Fliche F € C?(U,R3) mit erster Fundamentalform g und
mittlerem Krimmungsvektor H gilt
H = AyF.

BeEwEIs: Nach Satz 8.1 und (8.2) gilt fiir alle ¢ € C2°(U,R?)

—/<Er,¢>dAg - %A(F+t¢)\t:0
U

2
= [ Y di0,F.00) VG
U .

Z?]:]‘

- [ (> aca@Gsar),0)

i,j=1
= - /U (AGF, ¢) dA,.

Die Behauptung folgt wiederum aus dem Fundamentallemme der Variationsrechnung. O

Beispiel 8.1 (Katenoid) Fiir eine Rotationsfliche
F:(a,b) xR = R3 F(z,¢) = (r(z)cos p,7(z)sinp,z), wobei r: (a,b) = (0,00),

ergibt sich nach Beispiel 77

- r r’)2
H= r (rrl)2 +1 <(9Z( )2+ 18zF) +9 (#%F)) ‘

Sei nun F eine Minimalfliche. Wegen 0, F 3 = 0 folgt aus H3=0

da _r
dz \/(r")2 +1

Die Gleichung wird gelost durch die Funktionen

zZ — Z

Ta,2 (%) = acosh mit a > 0, zp € R.

Bis auf vertikale Translationen und Streckungen beschreiben diese Funktionen nur eine

Fldche, das sogenannte Katenoid. Eine genauere Analyse zeigt, dass das Katenoid und die
Ebene die einzigen Rotationsminimalflichen sind.
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Beispiel 8.2 Der mittlere Kriimmungsvektor eines Graphen F' : U — R3 F(z,y) =

(z,y, f(z,y)) lautet mit v = /1 + f% + fy2

o= () - (B )
o= () - ()
- 1((B),+(),).

Insbesondere erhalten wir wegen H® = 2HN?3 = 2H /v folgende Darstellung der mittleren

Kriimmung, vgl. Beispiel 7.5,

1 D
H = =di /

V— .
2 V1+I[DfP

Bevor wir zur Gleichung K = 0 kommen, untersuchen wir Flidchen, die durch eine einpara-
metrige Schar von Geraden gegeben sind, sogenannte Regelfichen. Um die Darstellung nicht
unnotig zu verkomplizieren, arbeiten wir im glatten Kontext.

Definition 8.3 Seien ¢,V € C®(I,R3) mit |V (s)| = 1 fiir alle s € I. Dann heifit
F:IxR—=R3 F(s,t) =c(s) +tV(s),
die von ¢,V erzeugte Regelfiche.

Es ist nicht zu erwarten, dass die so definierten Regelfléichen iiberall regulér sind. Wir kénnen
aber genau angeben, in welchen Punkten dies nicht der Fall st.

Lemma 8.3 Sei ' € C%®(I x R,R3) die von ¢,V erzeugte Regelfiiche. Dann ist
rang DF'(s,t) < 2 genau wenn folgende beiden Aussagen gelten:

(1) (s)* und V(s) sind linear abhingig (c'(s)* Komponente senkrecht zu V'(s)).

'(s) =0 oder :_M
(2) V/(s) =0 oder t P

BEWwEIs: Es gilt 01F = ¢ + ¢V’ und 9,F =V, wobei / = 4. Daraus folgt wegen |V| =1
det G = | +tV'|? — (d, V)2
Wir schreiben ¢ = (¢/)* + AV’, wobei A = 0 im Fall V/ = 0 und

(V")

A p—
V|2

wenn V' # 0.

Beriicksichtigen wir (V, V') = 0, so folgt
det G = |() P = (), V)2 + (A + )2 VI
Die rechte Seite ist Null genau wenn ()%, V linear abhiingig sind (Gleichheit bei Cauchy-

Schwarz), und wenn auflerdem V' = 0 oder t = —\. O
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Lemma 8.4 Die Gaufikrimmung einer Regelfiiche F(s,t) = c(s) +tV (s) ist

_det(c,V, V2

K —
(det G)?

fiir det G # 0.

Insbesondere ist K < 0.
BeEweEIs: Wir berechnen

AF =" +tV", 9,0,F =V', 05F =0,
sowie mit dem Kreuzprodukt im R3

_ OIF X OF XV 4tV XV
|01 F x 0o F| Vdet G '

Bezeichnet H = (h;;j) die Matrix der zweiten Fundamentalform, so folgt

N

und h22 =0.

Die Matrix des Weingartenoperators S ist G~'H, somit folgt

det H  det(c,V, V)2

K = = =
et 5= fera (det G)2

O

Der folgende Hilfssatz liefert im Fall V'’ # 0 eine giinstige Darstellung der Regelfliche; dies

wird spéter benétigt.

Lemma 8.5 Sei F € C®(I x R,R3), F(s,t) = c(s) +tV(s), eine Regelfiiche mit |V| = 1.

Ist V! # 0 auf I, so gibt es eine Umparametrisierung

F:IxR—R3 F(s,t) = F(s,t +u(s) mitue C®),

so dass fiir ¢(s) = F(s,0) gilt: (¢, V') =0.

BEWwEIS: Aus dem Ansatz fiir F folgt &(s) = F(s,u(s)) = c(s) + u(s)V (s), und weiter

(@ V) = (V) +u V'

/ Vl
Mit v = — <|C"//|2> folgt die Behauptung.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur Gleichung K = 0.

Satz 8.2 (Flichen mit K =0) Sei F € C™(U,R3) eine regulire Fliche mit K = 0, und

xg € U kein Flachpunkt. Dann kann F nahe bei xg als Regelfiiche umparametrisiert werden.

Wir brauchen zum Beweis die Existenz spezieller Koordinaten. Um unsere Diskussion nicht zu
unterbrechen, formulieren wir nur die Aussage und fiithren die Konstruktion der Koordinaten

im Anhang aus.
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Satz 8.3 (Kriimmungslinienparameter) Sei F' € C®(U,R?) eine regulire Fliche und
zo € U kein Nabelpunkt, das heifit die Hauptkrimmungen in x seien nicht gleich. Dann gibt
es einen Diffeomorphismus ¢ : V. — ¢(V) C U mit zo € ¢(V'), so dass fir F' = F o ¢ gilt:

G12=0,h1a=0 aufV.

In Koordinaten mit g;o = hio = 0 lautet die Matrix des Weingartenoperators

bu o
S = g )
( 0 o

Insbesondere  sind die  Kordinatenrichtungen e;2  (nicht normierte) Haupt-
krimmungsrichtungen. Kurven, deren Tangentenvektoren bis auf Normierung Haupt-
kriimmungsrichtungen sind, heiflen Kriimmungslinien. Zum Beispiel sind fiir eine Rotations-
fliche die Koordinatenlinien Hauptkriimmungslinien.

BEWEIS:  (von Satz 8.2) Nach Satz 83 konnen wir annehmen, dass F in
Kriimmungslinenparametern gegeben ist, also

gi2 =hi2 =0 auf U.

Auferdem sei nach Translation z¢ = (0,0). Die Koordinatenvektoren e » sind Eigenvektoren
des Weingartenoperators zu den Eigenwerten sr; 9. Da s¢13¢0 = 0 und zp = (0,0) nach Vor-
aussetzung kein Flachpunkt, kénnen wir s # 0 sowie 3o = 0 auf U annehmen. Zusétzlich
koénnen wir erreichen, dass

|01 F(s,0)] =1 wund [02F(0,t)]=1 aufU.

Dazu ersetzen wir F(s,t) durch F(s,t) = F(a(s), 8(t)), wobei a(0) = 5(0) = 0 und

1 1

“ om0 ™ PO 5E o )

Jetzt zeigen wir |02 F| = 1 und 92F = 0 auf U. Daraus folgt dann

o/(s)

F(s,t) = F(s,0) + t02F(s,0) wobei |02F(s,0)| =1,
also die gewlinschte Darstellung als Regelfliche. Die Weingartengleichung liefert
61N =—-DF- 561 = —%161F 75 0 sowie 62N =—-DF- 562 =0.

Es folgt (03F, N) = — (0 F, 0o N) = 0, sowie (0o F, 01 N) = —3¢1(02F, 01 F) = 0 wegen g12 = 0.
Wir berechnen weiter

<822F, 81F> = <822F, 81N> = —%82(6251, 81N> + %i<82F, 6162N> =0,
1 1

1
a\
O1|0oF > = 2(0o F, 0105 F) = 202(02F, 01 F) — 2(03F, 0, F) = 0.

Es folgt [02F(s,t)|?> = |02F(0,%)|> = 1 und schlieflich (03F,0>F) = 195|0F|? = 0. Da die
Vektoren 01 F, 9 F, N eine Basis bilden, ist 93F = 0 auf U und der Satz ist bewiesen. O
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Satz 8.4 Sei F € C°(U,R3) eine requlire Fliche mit Gaupkriimmung K = 0 auf U. Dann
gibt es eine offene und dichte Menge V- C U, so dass fir x € V gilt: es gibt eine offene
Umgebung V., so dass F|y, ein Stick einer Ebene, Zylinderfliche, Kegelfliche oder Tangen-
tenfliche parametrisiert.

BeEwEIs: Sei Uy = {x € U : h(z) # 0}, und U, sei die Menge aller € U mit h = 0 auf
einer offenen Umgebung von x. Dann gilt U\U, = Uy, insbesondere ist U; U Us offen und
dicht in U. Fiir x € U, parametrisiert F' lokal eine Ebene, und fiir x € U; existiert lokal eine
Umparametrisierung als Stiick einer Regelfléche

F:IxR—=R3 F(s,t) =c(s) +tV(s).

Sei 1 = {s €1:V'(s) # 0}, und I, sei die Menge der s € I mit V' = 0 auf einer offenen
Umgebung von s. Dann ist wieder I; U Iy offen und dicht in I, und auf I» x R ist F' lokal
eine Zylinderfliche. Betrachte weiter J; = {s € I : ¢(s) # 0} sowie die Menge Jo aller
s € I mit ¢ = 0 auf einer offenen Umgebung von s. J; U J ist offen und dicht in I;, und
auf Jo x R ist F' lokal eine Kegelfliche. Schliellich zeigen wir, dass F' auf J; x R lokal als
Tangentenfliche parametrisiert werden kann. Da V' # 0 auf J; C I3, existiert nach Lemma 8.5
eine Umparametrisierung mit (¢, V') = 0. Aber es gilt det(¢, V,V’) = 0 auf J; nach Lemma
8.4, und somit sind &,V linear abhiingig auf J3. Wegen ¢ # 0 ist die Umparametrisierung
eine Tangentenfliche. Insgesamt hat die Fliache auf einer offenen und dichten Teilmenge, lokal
nach Umparametrisierung, den behaupteten Typ. O

Eine Fliche mit K = 0 kann aus offenen Stiicken von Ebenen, Zylinderflichen, Kegelfldchen
und Tangentenflichen zusammengesetzt sein. Insbesondere ist sie nicht schon durch ein klei-
nes Stiick eindeutig bestimmt. Enthélt dagegen eine Minimalfliche zum Beispiel ein offenes
Stiick einer Ebene, so ist sie insgesamt eben. Als Grund fiir diese eindeutige Fortsetzbarkeit
kann die Tatsache angesehen werden, dass die partielle Differentialgleichung H = 0 elliptisch
ist, zum Beispiel in einer Darstellung als Graph. Dagegen ist die Gleichung K = 0 degeneriert.

Als Anhang tragen wir nun die Konstruktion der Kriimmungslinienparameter nach.
Dazu benétigen wir aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen den Begriff
des Flusses eines Vektorfelds.

Satz 8.5 Sei X € C®(U,R?) mit U C R? offen und 0 € U. Dann gibt es eine offene
Umgebung V- C U des Nullpunkts und eine glatte Abbildung ¢ : V' x (=6,0) — U mit

g—f(x,t) = X(p(z,t)) fir ale (z,t) € V x (=6,6),

o(x,0) = 0 firallexeV.

Fiir festes © € U existiert ¢(z,-) als Losung des Anfangswertproblems nach Picard-Lindel6f
auf einem maximalen Intervall I, und ist eindeutig bestimmt. Der Satz besagt, dass eine
Umgebung V' existiert, so dass alle I, ein festes Intervall (—4,0) enthalten. Zweitens hingt
die Losung o(z,t) glatt vom Anfangswert x € V' ab.

Fiir X,Y € C*®(U,R?) ist der Kommutator [X,Y] € C*(U, R?) definiert durch

[X,Y](x) =DY(z) - X(z) - DX(z)-Y(z) firzeU,
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beziehungsweise in Koordinaten

V-3 (e

Satz 8.6 Seien X,Y € C*™(U,R?), wobei U C R? offen mit 0 € U. Ist [X,Y] =0 auf U und
sind X (0),Y (0) linear unabhingig, so existiert ein Diffeomorphismus f : (—e,e)> = W Cc U
mit 0 € W, so dass gilt:

of of

ds ot
BEWEIS: Seien ¢, : V x (=4§,0) — U die Fliisse der Vektorfelder X bzw. Y. Fiir s, fest
schreiben wir @g, 19 : V. — U, ps(z) = p(z, s) sowie Y (z) = ¢(z,t). Fir V. C U und € > 0
geeignet haben wir dann die glatte Abbildung
fi(=e.6)? = U, f(5,8) = %u(ps(0)) = 9(p(s,0), ).

Aus der Definition folgt

=Xof und =Yof.

d 0
75,0 = 00,9, Ls,0)= x(765,0), sty = v (f(s.1).

Fiir die s-Ableitung berechnen wir

o0f o09f 0 B of

os osor o5 o~ PVl G
Andererseits folgt

I Xor=x)of 2L Z(Dx.v)of

ot B ot '

Damit erhalten wir

I xop)=wryor (L -xof)rixvor

Aber 0sf = Xof an der Stelle (s,0). Da [X,Y] = 0 nach Voraussetzung, ergibt sich die fehlen-
de erste Gleichung aus der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems. Ebenfalls nach
Voraussetzung ist D f(0,0) invertierbar, und somit Diffeomorphismus auf W = f((—¢,¢)?)
fiir € > 0 hinreichend klein. O

Lemma 8.6 Secien X,Y € C®(U,R?), wobei U C R? offen und 0 € U, und X(0), Y (0)
linear unabhdngig. Nach Verkleinerung von U gibt es A, € C*°(U) mit A, u > 0, so dass
[(X,Y]=0 aufU fir X =X, Y = puY.
BEWEIS: Ohne Einschrinkung sind X, Y linear unabhéngig sind in allen = € U. Es gilt dann
(X, Y] =aX +bY mita,be C®U).
Mit dem Ansatz X = AX, Y = uY berechnen wir

DY -X-DX-Y = ADuY) -X —uDOX) Y
= MDY -X —DX-Y)+XDu-X)Y —u(DX-Y)X
= (Aa—DX-Y)uX + (ub+ Dp- X)AY.
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Die Behauptung folgt, wenn wir A, u > 0 finden mit
DlogA-Y =a und Dlogpu-X = —b.

Wir 16sen die erste Gleichung, die zweite ist entsprechend. Sei f(s,t) = ¥:(¢(s,0)) wie oben
definiert beziiglich X, Y. Dann gilt fiir u =log Ao f

0 0

8_2; = (Dlog)\)of-a—{ = (DlogAN)of-Yof=(Dlog\-Y)of.
Wiéhle nun u(s,t) fo ))dr. Dann erfiillt die Funktion A = (expu) o f~! > 0 die
gewiinschte Glelchung O

BEWEIS: (von Satz 8.3) Da der Nullpunkt nach Voraussetzung kein Nabelpunkt ist, gibt es
auf einer Umgebung glatte Vektorfelder X, Y mit folgenden Eigenschaften:

e X(z),Y(x) sind Eigenvektoren des Weingartenoperators zu s (x) > »a(x);
e X(z), Y(x) sind normiert mit || X||, = ||Y]|; =1 auf U.

Genauer konnen diese Vektorfelder explizit aus g und h mit linearer Algebra berechnet wer-
den. Nach Lemma 8.6 kénnen wir zu X = AX und Y = Y iibergehen, so dass [X,Y] = 0 und
X, Y linear unabhiingig auf U, nach Verkleinerung von U. Nun liefert Satz 8.6 die gesuchte
Parametrisierung nach Kriimmungslinien. O
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9 Hauptsatz der Fliachentheorie

Der Hauptsatz der Kurventheorie besagt, dass es eine bis auf Euklidische Bewegungen
eindeutige, nach der Bogenldnge parametrisierte ebene Kurve gibt, die eine gegebene
Kriimmungsfunktion hat. Wir wollen jetzt eine entsprechende Aussage fiir Fléichen dis-
kutieren. Auf einer offenen Menge U C R? seien Funktionen (a;;) € C* YU, R?**?) und
(bij) € CF=2(U,R**2) gegeben, so dass gilt:

e (a;;) ist symmetrisch und strikt positiv definit auf U,
e (bi;) ist symmetrisch auf U.
Wir stellen folgende Fragen:

e Gibt es eine reguliire C*-Fliche F : U — R3 mit den Fundamentalformen 9ij = a;; und
hij = sz?

e Wenn ja, ist diese Fliche bis auf eigentliche Bewegungen eindeutig bestimmt?

Allerdings wissen wir schon: es gibt keine Fléche F' mit g;; = d;; und h;; = ;;, denn nach
Satz 7.3 bildet F' in eine Sphére ab, aber es gibt keine lingentreuen Parametrisierungen der
Sphére nach Beispiel ?7. Die Gleichungen g;; = a;; und h;; = b;; sind also nicht immer zu
erfiillen, und es stellt sich die Frage, welche Hindernisse es gegen ihre Losbarkeit gibt. Die
Gleichungen stellen ein nichtlineares System von partiellen Differentialgleichungen fiir die
gesuchte Flache F' dar. Wir werden fiir dieses System gewisse Integrabilitdtsbedingungen
herleiten und zeigen, dass diese notwendig und hinreichend fiir die lokale Losbarkeit sind.

Fiir eine regulire Fliche F : U — R3 mit Normale N verwenden wir im folgenden
die Notation
XT=X—(X,N)N fiir X:U — R>.

Definition 9.1 (kovariante Ableitung) Sei F' : U — R3 eine regulire C?-Fliche. Fiir
&,n € CHU,R?) bezeichne Ven : U — R? das eindeutig bestimmte Vektorfeld mit

(De(D,F))" = DF - V.
Wir berechnen
De(DyF) = > €0, 0;F) = Y &WoiF + Y €(00P)0;F = D*F(&,n) + DF - Den.
ij=1 ij=1 ig=1
Bezeichnet h die zweite Fundamentalform beziiglich IV, so folgt die Darstellung

(9.1) De(DyF) = DF - Ven + h(€,n)N.

Die Notation V¢n ist dadurch gerechtfertigt, dass folgende Differentiationsregeln gelten.

Satz 9.1 (Eigenschaften von V) Fir A, € R und C*-Vektorfelder &,n erfiillt Ven fol-
gende Rechenregeln:
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(1) Vg +uen = AVen + uVen und Ve(Am + pnz) = AVem + pVenp (Linearitit).
(2) Vyen = @Ven fir ¢ € CY(U) (Linearitit bzgl. Funktionen in £).
(3) Vel(en) = oVen+ (Dep)n (Produktregel in ).
(4) Ve, e2 = Ve,e1 (Symmetrie).

(5) De(g(m,m2)) = 9(Vemi,m2) + g(m, Vena) (Produktregel bzgl. g)

Beweis: Die Eigenschaften (1),(2),(3) und (4) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften
der Ableitung D mit Definition 9.1. Wir zeigen exemplarisch die erste Aussage in (1):

DF'V)\EH—MEQU = (D)\§1+M§2 (DnF))T = )‘(D& (DnF))T‘H‘(D&(D??F))T = DF-()\V&U—HLV&Q?]).
SchlieBlich ergibt sich (5) aus
Dé(g(nlﬂh)) = D£<DW1F7 Dn2F>
= <D£(D771F)7D772F> + <DmF7 D&(DU2F)>
= <DF . Vgnl,DF . 772> + <DF . 771,DF . V§n2>
= 9(Vem,n2) + g(m, Veng).

O

Die Aussage zur Symmetrie von V in Satz 9.1(4) muss fiir beliebige Vektorfelder &,7 : U — R?
geeignet modifiziert werden.

Folgerung 9.1 (Symmetrie der kovarianten Ableitung) Ist F : U — R? regulire C?-
Fliche, so gilt fiir Vektorfelder £, € C1(U,R?)

Ven — Vi€ = [§,n).
Dabei ist [£,n] = Den — Dpé = Zijzl(&iamj —n'9;&)e; der Kommutator.

BeEweIS: Durch Entwicklung in die Standardbasis und Verwendung von (1),(2),(3) und (4)
aus Satz 9.1:

2
Vgn - an = Z (fzvei(ﬁjej) - nivei(gjej))
ij=1
= > (ol =10 )e; + Y (€0 — ) Ve
21 = %,_/ ——
schief  gerade
= [&n].

O

Definition 9.2 (Christoffelsymbole) Sei F : U — R3 eine C?-Fliche mit kovarianter
Ableitung V. Die eindeutig bestimmten Funktionen Fék U — R mit

2
Ve,e5 = Zl’z-kek
k=1
heiffen Christoffelsymbole von F.
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Lemma 9.1 Fiir eine regulire Fliche F € C*(U,R3) gilt:
(1) Tk, =T%, firk=1,2.
(2) Ven=Den+T(&n) mit T(&,m) = 37, o Th& ey
BEWEIS: Behauptung (1) folgt direkt aus der Symmetrie, Satz 9.1(4):

2

2
F126k; — v61€2 — V62€1 — F216k
k=1 k=1

Die zweite Aussage ergibt sich durch Entwicklung in die Standardbasis:

2 2 2 2
V{n = Z gzvei(njej) = Z 52(5@'77J)€j + Z 5277jve¢€j = D§77+ Z gznjri‘gjek-

3,j=1 1,j=1 1,7=1 1,5,k=1

O

Satz 9.2 (Levi-Civita) Sei F : U — R3 eine regulire C%-Fliche. Dann ist die kovariante
Ableitung durch die erste Fundamentalform bestimmt. Genauer gilt fiir die Christoffelsymbole

2
1
(9:2) Ty = 5 29" (0igi + g0 — digyy).
=1

Dabei ist (g*) die inverse Matriz zu (gi;).

BeEwEIs: Mit der Produktregel Satz 9.1(5) folgt

0igjt = 9(Veej,er) +9(Veere;)
T i1

0591 = 9(Ve,eiser) +9(Ve, e ei)
T 111

019i5 = Q(Velei,6j1+g(vel€ja€i)-
1 11

Wegen der Symmetrie, Satz 9.1(4), stehen rechts nur die drei Funktionen I, I, 11, das heift
wir haben ein lineares Gleichungssystem

1 10 1 al'gjl
1 0 1 II = ajgil
01 1 111 8lgij

Da die Koeffizientenmatrix invertierbar ist, kénnen wir g(V,e;, ¢;) als Linearkombination der
Funktionen 0;g;,0jgi, 019:; darstellen; daraus folgt schon die erste Behauptung des Satzes.
Explizit ergibt sich durch Addition der ersten beiden Zeilen und Subtraktion der dritten Zeile

1
9(Ve,ej,€) = 5(@‘9]‘1 + 0j9i — 019i5),
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beziehungsweise mit der Definition der Christoffelsymbole
: 1
> gl = 5(@'9]'1 + 091 — 019ij)-
m=1

Multiplikation mit ¢** und Summation iiber [ liefert

DO | —

2
> g (Oigji+ 0390 — Digij) = > Y Mgy =T
=1

m=1 [=1

O

Wir bemerken, dass es aus der Definition der kovarianten Ableitung iiber den Tangentialanteil
der zweiten Ableitung keineswegs offensichtlich ist, dass dieses Objekt nur von der ersten
Fundamentalform abhéngt, also beispielsweise unter lingentreuen Verbiegungen invariant
ist.

Satz 9.3 (Ableitungsgleichungen der Flichentheorie) Fir eine regulire Fliche F €
C?(U,R3) gelten die Gleichungen

2
0;0;F = ZI’%@kF—i-hijN
k=1
2 .
8ZN = - Z h,jg]kakF
Jk=1

Dabei sind N die Normale, g und h die erste bzw. zweite Fundamentalform, und I’fj die
Christoffelsymbole von F'.

BeEwEIS: Mit (9.1) und Definition 9.2 folgt

2
9;0;F = DF -V,ej + hijN = Z IF0kF + hijN.
k=1
Zweitens ergibt sich aus Satz 7.1 und der Definition der Weingartenabbildung
2
OuN = —DF - Sep, = —DF - Z g7 hjre;.

ij=1

Durch Vertauschen von i, k folgt die zweite Gleichung. O

Es ist nun eine Schliisselbeobachtung, dass die Ableitungsgleichungen als System linearer
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die drei vektorwertigen Funktionen V; =
O F, Vo = 0o F und V3 = N aufgefasst werden konnen. Genauer erhalten wir das System

3
(9.3) 0aV; =Y AL;Vi fiira=1,2und j=1,2,3,
i=1

56



wobei die Koeffizienten wie folgt gegeben sind:

% fir 1 <i,j <2,
; ha; fiir i =3,1<;j<2
9.4 Al = il . .7 N 9
(9.4) aj _Z%Zlhaﬁgﬁz fir1<i<?2 j—3,
0 fiir 4,5 = 3.

Wie bei der Frage der Existenz von Stammfunktionen ergeben sich Integrabilitédtsbedingungen
durch das Vertauschen von Ableitungen. Differentiation von (9.3) nach eg liefert

3
005V = 0a ) A
j=1
3 ) 3 )
= Z(aaAiak)Vj“‘ZA]ﬁk(aavj)
j=1 j—l
3
= ) (0a4%, V+ZA] ALV
J=1 t,j=1

3
= > |2 k+ZAaJ o | Vi

=1

Durch Vertauschen von «, 3 erhalten wir, da Vi, Vs, V3 eine Basis des R? ist,

3
(9.5) OaAly, — 05 AL, + Z AaJAjﬁk LAY ) =0.
j=1

Satz 9.4 (Gleichungen von Gaufl und Codazzi-Mainardi) Fiir eine regulire C3-
Fliche F : U — R? gelten folgende Identititen:

2 2
(9.6) Bal'h, —0sTay + > (T2, T4 —T3,I1) = (haphgy — hayhg,)g" (Gaufgleichung).
=1 pn=1

2
(9.7)  Oahgy — Oghay + Z(hml“g,y - hml“g‘w) =0 (Gleichung von Codazzi-Mainardi).
A=1
BeEwEIs: Die Gaufigleichung ist (9.5) fiir i = A\, k = y mit 1 < A,y < 2, wobei (9.4) eingesetzt
wird und auf der rechten Seite die Terme mit j = 3 stehen. Die Gleichungen von Codazzi-
Mainardi ergeben sich aus (9.5) fiir ¢ = 3 und k£ = v = 1,2 entsprechend. Man kann sich
davon iiberzeugen, dass sich der Fall £ = 3 und i = 1,2 ebenfalls auf die Gleichungen von
Codazzi-Mainardi reduziert; der Fall i = k = 3 liefert trivialerweise keine Information. O

Folgerung 9.2 (Theorema egregium, Gaufl 1828) Ist F' : U — R3 eine requlire C3-
Fldche, so gilt fir die Gaufische Kriimmung die Formel

2 2
S3et gn (01T — G0y + 300, (T, T, — T3, THy) )
911922 — 9%2 .

Insbesondere kann K = 100 aus der ersten Fundamentalform berechnet werden.
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Bewers: Wihle in den GauBlgleichungen (9.6) o« = 1, § = v = 2, multipliziere mit gy; und
summiere iiber A = 1, 2. O

Tatséchlich ist das Theorema egregium dquivalent zu den vollen Gaufigleichungen (9.6). Dies
liegt daran, dass diese Gleichungen diverse Symmetrien unter Vertauschungen der Indizes
besitzen, was wir aber jetzt nicht weiter untersuchen wollen. Wie in Beispiel 7?7 gezeigt und
eingangs erwihnt, kann S? nicht lokal lingentreu parametrisiert wreden. Dieses Resultat
konnen wir nun wesentlich verallgemeinern.

Folgerung 9.3 Ist eine Fliche F € C3(U,R3) lokal lingentreu parametrisierbar, so ist ihre
Gaujsche Krimmung identisch Null.

BEWEIS: In einer lingentreuen Parametrisierung ist g;; = d;;, also folgt die Behauptung aus
Folgerung 9.2. O

Das Theorema egregium von Gaufl war richtungsweisend fiir die Entwicklung der Differenti-
algeometrie im 19. Jahrhundert. Zuerst wurde dieser Satz so verstanden, dass die Gaufische
Kriimmung einer Flédche eben invariant ist unter ldngentreuen Verbiegungen. Fiir Riemann
war das Ergebnis, in Verbindung mit der Entdeckung der hyperbolischen Geometrie durch
Bolyai und Lobatschewski, aber Motivation, eine sogenannte innere Geometrie zu entwickeln,
bei der die Flidchen beziehungsweise Mannigfaltigkeiten abstrakt gegeben und nicht in einen
Fuklidischen Raum eingebettet sind. Das Theorema egregium besagt, das in solchen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten ein Kriimmungsbegriff allein aus der Langenmessung heraus
definiert werden kann. Riemann hat diese Ideen in seinem Habilitationsvortrag Uber die Hy-
pothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen dargelegt (Gottingen 1854), bei dem iibrigens
Gaufl noch zugegen und angeblich sehr bewegt war. Die Riemannsche Geometrie ist die ma-
thematische Grundlage der Allgemeinen Relativitdtstheorie (Einstein 1916).

Satz 9.5 (Hauptsatz der Flichentheorie, Bonnet 1867) Sei U = (—1,1)?> C R? und
3 < k < co. Gegeben seien (gog) € CF LU, R**2), (hop) € CF2(U,R?*2) mit g, h symme-
trisch und g strikt positiv definit. Erfillen dann g,h die Integrabilititsbedingungen (9.6) und
(9.7), wobei die I’Zﬁ durch (9.2) definiert sind, so gibt es eine requlire Fliche F € C*(U,R3),
die g und h als erste bzw. zweite Fundamentalform hat. Diese Fliche ist bis auf Fuklidische
Bewegungen eindeutig bestimmt.

Bemerkung. Durch Fortsetzung der Losung lidngs Wegen kann gezeigt werden, dass die
Aussage des Satzes fiir jedes einfach zusammenhiingende Gebiet U C R? gilt.

BEWEIS: Vorab wihlen wir zur Normierung eine Basis vy, vo, v3 von R? mit

9i5(0,0)  fiir 1 <i,j <2,
(9.8) (vi,v5) = 0 fir 1 <i<2,5=3,
1 firi =75 =3.

Ist wy, wo, w3 eine andere Basis mit (w;, w;) = (v;,v;), so gilt w; = Tv; mit T' € O(3).

Ausgangspunkt des Beweises ist nun die Tatsache, dass die Ableitungsgleichungen der
Fléchentheorie in der Formulierung (9.3), also

3
doV; = ZAngi mit Agj aus (9.4),
=1
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lings der x®-Parameterlinien als lineares, homogenes System von gewohnlichen Differential-
gleichungen erster Ordnung fiir die Funktionen V3 = 01 F, Vo = 0, F und V3 = N aufgefasst
werden konnen. Nach (9.2) héngen die Koeffizienten dieses Systems nur von g und h ab.
Ist daher F' € C?(U,R3) eine Fliche mit erster und zweiter Fundamentalform g bzw. h, so
folgt durch Anwendung der Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem — erst mit a = 1
lings ! + (21,0), dann mit o = 2 lings 2% — (2!, 2%) — dass die Funktionen o4 F, o F, N
durch ihre Werte im Nullpunkt bestimmt sind. Da wir nach einer orthogonalen Abbildung
01 F(0,0) = v1,0:F(0,0) = v und N(0,0) = v3 annehmen konnen, und aufferdem durch
Translation F'(0,0) = 0 € R3 erreichen, ist F' bis auf eine Euklidische Bewegung eindeutig
bestimmt.

Zum Beweis der Existenz definieren wir in zwei Schritten eine Loésung Vi, Vs, V3 von
(9.3). Und zwar erhalten wir erst V;j(z!,0) als Losung des Anfangswertproblems

91 V;(xt,0) ZA (z1,0) fir1<j<3, V;(0,0) =y,
und dann Vj(:vl, x?) als Losung des Anfangswertproblems
RV (zt, 2? ZAQJ ot )iz, 2?)  fiir 1 <j <3, Vj(z',0) = aus Schritt 1.

Dann gilt (9.3) fiir & = 2 auf ganz U per Definition. Um (9.3) fiir « = 1 zu zeigen, setzen wir
W; =0V; — 25’:1 Azisz‘ und berechnen mit den Integrabilitdtsbedingungen (9.5)

3 3
W = 010,V — 2(52 LV — Z A;02Vi
i=1

i=1
3 A ' 3 ' 3 A
= 2(511412]‘ — Oa A1)V + ZAZQjalvi - Z AajAngk
=1 =1 i,k=1
3 . .
= — ) (Al AL — Ay ALY +ZA2]81V Z A
i,k=1 t,k=1

3
= Z A’éj (01V; — Z A% V,.)  (nach Tausch von i,k in der ersten Summe)
' k=1

3
= ) AL
i=1
1

Die W; erfiillen also lings z° — (z ,z2) ebenfalls ein lineares, homogenes System. Da
W;(z',0) = 0 nach Definition, folgt W; = 0 auf ganz U aus dem Eindeutigkeitssatz, und
die Gleichungen (9.3) sind verifiziert. Nach (9.4) sind die AZ € C*2 und die Theorie
gewohnlicher Differentialgleichungen liefert V; & Ck1. Als nachstes zeigen wir auf U die
Gleichungen

2

gij firl<i,j<2,
(9.9) (Vi,Viy =4 0 fiir1<i<2,j=3,
1 firi=j=3.
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Dazu berechnen wir mit (9.4) fiir 1 < «, 3,y <2

3 3
Oa(Vs,Vy) = ZA;6<%’V7>+ZA;7<V@VZ'>
i=1 i=1
2

= ) Tis(VaV, +Zr (Va, VA) + hap(Va, Vi) + hory (Vg, V3).
A=1

Weiter gilt

3 3
0oV, Va) = Y ALs(Vi,Va) + > Al (V3, Vi)

i=1 i=1
2

2
= D Tas(Va Va) +hap(Va, Va) = > har g (Vs V).
A=1 ¥,A=1

SchlieBllich berechnen wir

0 (V3, V) —2ZA (V3,V; _—QZhaﬁg (V3, V).
i=1 B, =1

Multiplikation der Formel (9.2) fiir I’g‘{ﬁ mit g, und Summation iiber A ergibt andererseits

Z Faﬁg)m/ agﬁfy + aﬁgom/ 0 gaﬁ)-
Vertauschen von 8 und v und Addition liefert

Dagpy = Z T2s0n + Z I 9xs-

Sei (a;;) : U — R3*3 die rechte Seite von (9.9), also ans = gag, azs = ags = 0 und asz = 1.
Es ist leicht zu sehen, dass die (a;;) dasselbe System l6sen:

2
80@[37 = ngga)\fy + Z Fg\wag)\ + hapaszy + hayags,
A=1 A=1
2 2
Oatgs = Y Thsans+hapass — > haygagy
A=1 v,A=1
2
Oqa3z = —2 Z haggw‘agx.
B,A=1

Wie oben ist der Eindeutigkeitssatz lings Koordinatenlinien anwendbar. Mit der Wahl von
V;(0,0) = vj nach (9.8) folgt Behguptung (9.9). Wegen Faﬁ = ga nach (9.2) und hag = hgq
nach Voraussetzung gilt A’aﬁ = A}, fiir 1 <4 < 3, das heifit 0;Va = 9 V1. Auf U gibt es daher
eine Funktion F € C*(U,R3) mit 0,F = V,, fiir a = 1,2. Es ist nun leicht zu sehen, dass F
die gesuchte, regulire Fléche mit erster Fundamentalform (g;;) und zweiter Fundamentalform
(hl_]) ist. [l
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