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Aufgabe 1 (Riemannsche Metrik auf SO(n))
Betrachten Sie R™*" mit dem Skalarprodukt(!) (A, B) = tr ("AB). Zeigen Sie:

1. O(n) = {T € R™" . 'T'T = 1d} ist kompakte Untermannigfaltigkeit von
R™ ™. Bestimmen Sie den Tangentialraum im Punkt 7'

2. Fir T € O(n) sind die Abbildungen Ly (A) = T'A sowie Rr(A) = AT Isome-

trien von R™" und insbesondere Isometrien von O(n).

Aufgabe 2 (Ahnlichkeitsklassifikation zweidimensionaler flacher Tori)
Sei M = {(z,y) e R? : 2> +y* > 1,0 < 2 < 5, y > 0}. Laut Vorlesung ist jeder
flache Torus #hnlich zu einem Torus R*/T' mit ' =Z-e; ®Z-v, v € M. Zeigen Sie:

1. Fiir v; € M (i = 1,2) sind die zugehérigen Tori R?/T"; genau dann #hnlich,
wenn v; = vs.

2. Bestimmen Sie die Isometriegruppe fiir jeden Torus der obigen Form.

Aufgabe 3 (Abstandsfunktion auf zweidimensionalen Kegeln)
Sei I' C S? eine eingebettete C1-Kurve der Linge L € (0, 00). Wir interessieren uns
fiir die Abstandsfunktion d auf dem Kegel K = {p € R*\{0} : & € T'}. Seip € K

|p|

gegeben und z = (|p|,0) € R2 Setze C' = {(cosh,sinfh) € S' : |§| < min(r, L/2)},
und wihle eine bogenldangentreue Parametrisierung v : C' — I' mit v((1,0)) = %.
Betrachte die Abbildung

f:vz{yeRQ\{O}:%ec}eK, () = Iyl

Y
Mk
Es gilt also p = f(x). Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

1. f ist lokal isometrisch, das heifit f*(, )rs = (, )ge.

2. d(p,q) = |p — q|gs, falls ¢ = Ap mit A > 0.

[ =yl falls ¢ = f(y) fiir ein y € V,
3. d(pv Q) - { ’p‘ﬂ@ + |q’R3 sonst.

Aufgabe 4 (Warped-Product-Metriken)

Seien (M;,¢g;), i = 1,2, Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Eine Riemannsche Me-
trik g auf M; x M, heiflit Warped-Product-Metrik, wenn es eine Funktion f €
C*> (M, (0,00)) gibt mit g(z,p) = g1(x) + f2(x)g2(p) fiir alle (z,p) € My x M.
Zeigen Sie:



L dy((2,p), (y,p)) = dg (2, ).
2. Sei f(xo) = infepn f(z). Dann ist dy((zo, p), (zo,q)) = f(x0)dg, (P, @)
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