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Aufgabe 1 Lie-Klammer und Fluss

Auf R? seien die Vektorfelder XY gegeben durch X(z,y) = (y,—cosz) und
Y (z,y) = (y,cosz). Uberpriifen Sie, ob die zugehorigen Fliisse ¢* und ¢ kom-
mutieren (das heisst, iiberpriifen Sie ob ¢; o @Y = ¢! o ¢;* fiir alle s,t).

Aufgabe 2 Integral eines Flusses
Eine Funktion f : M — R heisst Integral des Flusses ¢ : R x M — M eines
Vektorfeldes X € C*°(T'M), wenn fiir jede Flusslinie ¢(t) = ¢,(¢) gilt: foc = const.

(a) Zeigen Sie: Ist f: M — R differenzierbar, so gilt:

f Integral < X(f)=0.

(b) Sei V€ C*°(R™) (,Potential“). Die Newtonsche Bewegungsgleichung
2'(t) = -VV(z(t)) (VV(z)=(DV(z),...,D,V(x))
lisst sich dquivalent in ein System erster Ordung auf R?*™ der Form

(z,y) = X(z,y)

umformen, indem man die Funktion y := 2’ einfiihrt. Bestimmen Sie das
Vektorfeld X und zeigen Sie: die ,,Energie* E(xz,y) = |y[* + V (z) ist Integral
des Flusses von X.

Aufgabe 3 Rationale Flusslinien auf dem Torus
Betrachten Sie M = R?/Z?, wobei (Z*,+) auf R? operiert durch (n,m) - (z,y) =
(x + n,y + m), mit der zugehorigen Projektion 7w : R* — M. Fiir a € R sei X :

M — TM das durch X(n(z,y)) = Dn(z,y)X(z,y) gegebene Vektorfeld, wobei

X(z,y) = (1, a). Zeigen Sie:
1. Der Fluss von X durch 7(p) ist ¢¢(w(p)) = w(p + t(1,a)).

2. a € Q genau dann, wenn die Flusslinien von ¢ periodisch sind.

Aufgabe 4 Irrationale Flusslinien auf den Torus
Sei M, = ,X wie in Aufgabe 3. Zeigen Sie: Ist a € R\Q, so sind die Flusslinien
injektiv und dicht in M.
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