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Einleitung

Klassische Differentialgeometrie

Gegenstand der klassischen Differentialgeometrie sind Flichen (oder Kurven) M C R3.

Beispiel 0.1 S? = {(z,y,2) €e R®: 2% + y*> + 2% = 1}.
Beispiel 0.2 B?(0) = {(z,y,2) e R* : 2 + y* <1,z = 0}

Beispiel 0.3 L! | = {(z,y) € R?|(z,y) = t(vi,vs),t € R} (fiir (vi,ve) = (0,0) ist L'

V1,02
ein Punkt, sonst ist L' eine Linie).

Beispiel 0.4 Ey, ) = {(2,9,2) € R?|(2,,2) - (n,7m2,m3) = O} (|(m1,m2,75)] # O
impliziert, dass E eine Ebene ist, sonst ist E = R3).

Beispiel 0.5 K? = {(x,y,2) € R®|2? +y? = 2%,z > 0}

Beispiel 0.6 7% C R? T = {(R+rcosf) cos, (R+rcosf)sin a, rsinf|a, § € R} wo-
bei wir R—r > 0 voraussetzen (obwohl wir spdter in dem Semester das nicht unbedingt
voraussetzen mdachten)

Diese konnen alle lokal durch ,,Parametrisierungen“beschrieben werden.

Beispiel 1.7: Im Fall Beispiel 1.1, beschreiben wir ein Stiick von S? durch
flz,y) = (v,y,/1 —22—9y?), f: B} — S% f ist dann eine Paramtrisierung von S>
um dem Punkt (0,0,1). Jeder Punkt in S? hat eine Umgebung, so dass es (z.b. nach
einer Dreheung) lokal so aussieht.

Eine Fliche M? C R3 sieht lokal wie der 2-dimensionale reelle Raum (oder ein Stiick
davon) aus.

Moderne Differentialgeometrie

In der modernen Differentialgeometrie werden Fldchen intrinsisch beschrieben, das
heifit ohne Hilfe einer Einbettung in R? (oder R™). Um dieses zu erméglichen, wurde
der Begriff der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit eingefiihrt: eine 2-dimensionale Man-
nigfaltigkeit M wird mit Hilfe von mehreren lokalen Parametrisierungen f : D — M
definiert, wobei M jetzt eine Menge ist, die nicht unbedingt in R? eingebettet ist.

Da viele Objekte in der Mathematik und in den Naturwissenschaften vorkommen, die
lokal wie R™ aussehen, wurde auch der Begriff der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
eingefiihrt.

Das ,Differential-“in ,Differentialgeometrie I“kommt davon, dass man Analysis auf
Mannigfaltigkeiten durchfithren will (z. B. Funktionen f : M — R differenzieren).



Heutzetage, wenn man von ,Geometrie einer Mannigfaltigkeit® M redet, redet
man von einer Riemannschen Metrik auf M, und dem zugehorigen Riemannschen
Krummungstensor. Durch einer Riemannschen Metrik werden Lingen von und Win-
keln zwischen Kurven festgelegt. Die Einfiihrung einer Riemannschen Metrik auf eine
Mannigfaltigkeit ist oft ein sehr hilfreiches und natiirliches Hilfsmittel, um Analysis
auf Mannigfaltigkeiten durchzufiihren. Es ist aber nicht notwendig, eine Riemannsche
Metrik einzufiihren um Mannigfaltigkeitn zu unterscuchen/definieren.

1 Topologie und der Begriff der Mannigfaltigkeit
Definition 1.1 Sei X eine Menge.
2% :={S C X}.
Eine Topologie auf einer Menge X ist O C 2% mit den folgenden Figenschaften:
i) 0, X € O,
(i) Uyepa Ur € O, falls Uy € O fiir alle X\ € A (A beliebige Indexmenge),
(it) N, Us € O, falls U; € O fiiri=1,...,N mit N < oc.

Die Menge X mit dem System O heifit topologischer Raum. Eine Menge U C X
heisst offen in X, wenn U € O. Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn X\ A
offen ist. Fiir x € X heifit jede offene Menge U mit x € U offene Umgebung von
X. Allgemein ist eine Umgebung von x € X eine Menge, die eine offene Umgebung
von x enthdlt.

Manchmal wird es klar sein, welche Mengen offen in X sind. In dem Fall reden wir von
dem topologischen Raum X (obwohl zu einem topologischen Raum gehért immer eine
Topologie O). Wir werden spéter nur mit sogenannten Hausdorff Riimen zu tun:

Definition 1.2 FEine Topologie auf X heifit Hausdorffsch bzw. X heifit Haus-
dorffraum *, wenn je zwei Punkte x,y € X mit x # y offene Umgebungen U bzw. V
besitzen mit UNV = (.

Definition 1.3 FEin Metrischer Raum ist eine Menge M und eine Abbildung d : M x
M — RS mit (fir alle x,y,z € M)

e d(x,y) =d(y,x) symmetrie

e d(x,y) =0 genau dann, wenn r =y

o d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) dreiecks Ungleichung
R* = {r e Rlr > 0},R} = {r € Rjr > 0}.

*Felix Hausdorff, 1868-1942



Beispiel 1.4 Ein metrischer Raum (X, d) hat eine natiirliche Topologie O,4: Die Menge
B(z)={ye X :d(z,y) <r} (xeX,r>0)

heisst offene Kugel um = mit Radius r. Die Topologie O, auf X ist dann das System
aller Mengen U C X mit folgender Eigenschaft: fir alle y € U gibt es ein ¢ > 0 mat
B,(y) C U. Uberlegen Sie:

(i) B.(z) € O fiir alle x € X, r > 0.

)
(ii) Jedes U € O ist Vereinigung von offenen Kugeln.
(iii) O ist eine Topologie.

v)

(i

Wir nennen diese Topologie die Topologie von d induziert.

(M, O) ist Hausdorffraum.

Definition 1.5 Sei (X,d) metrischer Raum. Oy bezeichnet die Topologie wie in dem
Beispiel oben definiert. Oq := {U|U offen beziiglich d}. O definieren wir auch als offen.

Definition 1.6 R" ist eine metrischer Raum mit Metrik: dgn(z,y) = |z — y|. Die
Standard-Topologie auf R™ ist dann die Topologie von dgn induziert.

Beispiel 1.7 Topologien sind nicht eindeutig. Sei X gegeben. Dann ist O = {X, (0},
eine Topologie. D.h. zumbeispiel fiir R™ existieren mindestens zwei Topologien O =
{R™ 0} und Oy = die von dg» induziert.

Definition 1.8 FEin System B wvon offenen Mengen in einem topologischen Raum X
heif$t Basis der Topologie, wenn jede offene Menge die Vereinigung von Mengen aus B
18t.

Beispiel 1.9 Sei (X, d) ein metrischer Raum B = {B,(z)|x € X,r > 0} ist eine Basis
fiir die Topologie Oq4. Sei {xy, : k € N} abzdhlbare, dichte Teilmenge eines metrischen
Raums X. Dann ist das System {B1(zy) : i, k € N} eine Basis der Topologie, die sogar
abzihlbar ist. Zum Beispiel hat R die abzihlbare Basis {B%(x) ieNzeQ}. /J/

Definition 1.10 Sei (X, d) metrischer Raum. Oq4 bezeichnet die Topologie wie in dem
Beispiel oben definiert. Oq := {U|U offen beziiglich d}. O definieren wir auch als offen.

Beispiel 1.11 Sei O Topologie auf X. Fiir M C X ist dann das System
OM:{UHMUEO}

eine Topologie auf M, die von O induzierte Topologie auf M (auch: Teilraumtopologie
oder Spurtopologie). Die folgenden Aussagen sind leicht zu verifizieren:
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O Hausdorffsch = O,; Hausdorffsch,

B Basisvon @ = B, Basis von Oyy.
wobei hier By, := {M N B|B € B}. Zum Beispiel ist jede Teilmenge M von R™ mit
der induzierten Topologie ein Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis, vgl. Beispiel 1.9.
Tatséchlich ist M C R"™ auch metrischer Raum mit d(z,y) = |x —y|, und die induzierte
Topologie stimmt mit der metrischen Topologie iiberein. //

Definition 1.12 Seien X,Y topologische Riume und U C X offen. Eine Abbildung
f U =Y heifsit stetig, falls folgende Implikation gilt:

Voffen inY = fYV) offen in X.

Beispiel 1.13 Sind X, Y metrische Ridume, so ist Stetigkeit im Sinne von Defi 1.12
dquivalent zur Folgenstetigkeit (Ubungsaufgabe). //

Beispiel 1.14 Ist f: X — Y stetig und M C X, so ist die Einschrankung

flar - M =Y, (flu)(z) == f(z)

stetig beziiglich der induzierten Topologie auf M. //

beweis Sei V' C Y offen.Dann ist U = f~!(V) offen in X. Dann gilt (f|y)" (V) =
U N M ist offen in M per definition von der induzierten Topologie.

Definition 1.15 Seien U,V offene Teilmengen der topologischen Rdiume X bzw. Y.
BEine Abbildung f : U — V heifit Homeomorphismus, falls f bijektiv ist und f, f=!
beide stetig sind (als Abbildungen nach Y bzw. X ).

Wir haben nun die erforderlichen topologischen Begriffe zusammengetragen, um mit
dem Konzept der Mannigfaltigkeit zu beginnen. Die zentrale Idee ist, dass lokal Koor-
dinaten definiert werden konnen.

Definition 1.16 Sei M ein topologischer Raum, und R™ mit der Standard Topologie
versehen.

(i) Pine n-dimensionale Karte von M ist eine Homeomorphismus ¢ : U — Q0 zwi-
schen offenen Mengen U C X und 2 C R"™.

(ii) Ein n-dimensionaler C°-Atlas von M ist ein System von n-dimensionalen Karten
oi Ui — Q CR" mit|J,.,U; = M.

icl 7t

(iii) M heift n-dimensionale C°-Mannigfaltigkeit (oder topologische Mannigfaltig-
keit), wenn M Hausdor{fraum mit abzihlbarer Basis ist und einen C°-Atlas be-
sitzt.



Wir nennen U das Kartengebiet und €2 das Parametergebiet von ¢. Die Um-
kehrabbildung ¢~ : Q — U heifit lokale Parametrisierung. Wichtig: ) muss nicht
unbedingt beschrankt sein: @ = R™, Q = B1(0) wdre maglich.

Definition 1.17 Sei (X,0) ein topologischer Raum, und (py)ren eine Folge in X.
Wir sagen pr — p mit k — oo genau dann, wenn fiir alle U offen, es existiert ein

N(U) € N, so dass py, € U fiir alle k > N(U).

Die Konvergenz von Folgen in der topologischen Mannigfaltigkeit M lésst sich wie folgt
charakterisieren:

Lemma 1.18 Sei M eine C° Mannigfaltigkeit mit Topologie O. p;, — p mit k — oo
genau dann, wenn fir alle Karten ¢ : U — ¢(U) mit p € U

(i) es exitiert N(U) € N mit p,, € U fiir alle k > N(U).

(i) ¢(px) — &(p) in R™ mit k — oo (¢(px) ist wohldefiniert fir k gross genung,
wegen (1)).

Ausserdem ist der Grenzwert p eindeutig (p, — p und pp — q mit p # q kann nicht
vorkommen,).

BEWEIS: (= ) Angenommen p; — p. (i) folgt sofort, da U offen ist. B,(¢(p)) NU C
o(U) ist offen, also ¢~ (B,.(¢(p)) NU) ist offen. Aber dann ist p, € ¢~ (B,.(¢(p)) NU)
fir alle k > N(r,p,¢) > 0 da pr — p. Das impliziert, dass ¢(px) € B.(¢(p)) fiir
alle k > N(r,p,¢) > 0. r > 0 beliebig impliziert, dass ¢(pr) — ¢(p) mit k& — oo.
(<) Sei ¢ : U — ¢(U) eine Karte die (i) und (ii) erfiillt. Sei V' offen mit p € V.
o(p) € ¢(UNV) ist offen. Dies impliziert, es existiert r > 0, so dass B,.(¢(p)) C o(UNV).
o(pr) — ¢(p) impliziert, dass ¢(pr) € B,(¢(p)) fir alle k > N(p,...). Das impliziert,
d(pr) € G(UNV), also p, e UNV CV fiir alle k > N(p,...) wie erwiinscht.

Die Einduetigkeit folgt trivialerweise von der Hausdorffschen Bedingung (wéhle U,V
offen mit p € U g € V ,UNV = (). Dann sind fast alle p;, in U und fast alle p; in V:
widerspruch).

Bemerkung 1.19 Zwei C°-Atlanten Ay, Ay auf dem topologischen Raum M haben
notwendig die gleiche Dimension. Denn zu x € M beliebig gibt es fir ¢ = 1,2 Karten
;i U — Q; in A; mit x € Uy, also Uy NUy # (). Somit ist die Abbildung

w2001 @1(Ur NUz) — @o(Uy N Uy)

ein Homeomorphismus zwischen offenen Teilmengen Euklidischer Rdume, und die Be-
hauptung ergibt sich aus folgendem Satz.

Satz 1.20 Ist f : V — W Homeomorphismus zwischen offenen Mengen V- C R™ und
W CR™, so gilt n =m.



BEWEIS: Der Satz von der Gebietsinvarianz, der mit der Theorie des Abbildungsgrads
von Brouwer bewiesen wird, besagt: ist V' C R" offen und f € C°(V,R") injektiv, so
ist f(V)) C R" offen (ein moderner Beweis kann man bei: “J.Dugundji,Topology” ,Kap.
XVII,Abschnitt 3 lesen. Der Beweis benutzt einiges von Alg.Topologie/Topologie und
aus diesem Grund wird hier nicht bewiesen. Ursprunglich wurde der Satz von J.Brouwer
bewiesen.). Wir kénnen nun n > m und R™ C R™ annehmen (sonst betrachte f~!
statt f), und f als Abbildung nach R™ auffassen. Wegen der Gebietsinvarianz ist aber
dann f(V) offen in R™. Nehmen wir an, dass n > m. Sei (x1,z,...,...,2,) € V
und f(z1,22, ..., %n) = (Y1,Y2, -+, Ym,0,0,...,0) (insgesamt R" eintrdage). Da f(V)
offen in R™ ist, ist (y1,Y2, .- -, Yn, €€, ..., €) € f(V) fiir € klein genug: widerspruch, da
f(V)CR™x {0} x...x {0} (m—n0'sam Ende).

U

Beispiel 1.21 Jede offene Menge 2 C R" mit der induzierten Topologie ist n-
dimensionale C°-Mannigfaltigkeit mit Atlas {id : Q — Q}. //

Beispiel 1.22 M = {(x,y) € R?: |z| +|y| = 1} ist mit der induzierten Topologie eine
C°-Mannigfaltigkeit der Dimension n = 1, und zwar mit folgendem Atlas:

o1: U1 =Mn{y>0} - (=1,1), @ilz,y) ==z, ¢ '(s)=(s,1—]s])
¢2:U2:Mﬂ{x<0}_>(_171)7 902(x7y):y QOQ_I(S):(|S|_17S)
p3:Us=MnN{y <0} — (=1,1), @s(z,y) =z, ©5'(s)=(s,]s]—1)
er:Us=Mn{z >0} — (=1,1), @iz, y) =y, ¢;'(s)=(1—]s],s).
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Beispiel 1.23 Das Kreuz M = {(z,y) € R* : [z[ = |y[}, mit der induzierten
Topologie, ist keine eindimensionale C°-Mannigfaltigkeit (Ubungsaufgabe). //

Wie kommt nun die Differenzierbarkeit ins Spiel?

Definition 1.24 Sei M ein topologischer Raum und k € N U oo.

(i) Zwei n-dimensionale Karten @; : Uy — Q;, i = 1,2, heiflen C*-vertrdglich,
wenn der Koordinatenwechsel oy 0 o7 : p1(Up N Us) — @o(Uy N Uy) ein Ck-
Diffeomorphismus ist.

(ii) Ein n-dimensionaler C°-Atlas A heifit C*-Atlas, wenn alle Karten in A unter-
einander C*-vertréglich sind.

Beispiel 1.25 Die n-dimensionale Sphire S" = {p € R"*! : |p| = 1} kann vom Nord-
pol oder vom Siidpol auf die Hyperebene R™ x {0} projiziert werden; man spricht von
der stereographischen Projektion. Dabei muss natiirlich der Nordpol bzw. der Siidpol
selbst herausgenommen werden, das heifit wir betrachten

Uy ={(z,t) eS"CR"xR:t<1}, Uy={(z,t) eS"CR"xR:t>—1}.



In Formeln lauten die beiden Abbildungen ¢, : U; — R"™, ¢ = 1,2, dann wie folgt:

1@, ) = — sol‘l(y)=< 2 —(1_|y|2>);

1—t L4yl \1+[yf?

x . 2y 1|yl
t = — 1 e .
902('1'7 ) 1 +t7 $2) (y> (1 + |y|27 1+ |y’2

Es gilt Uy NU; ={(z,t) € S"CR" xR: -1 <t < 1} und somit folgt
e1(Ur N Uz) = R"\{0} = @2(U1 N Ua).

Als Koordinatenwechsel ergibt sich

2
proert RO} = RO}, g0 () = — 1y —
Ly
Also ist {p1, pa2} ein C°-Atlas auf S™. //

Definition 1.26 Ein n-dimensionaler C*°-Atlas A auf M heifst maximal, wenn fol-
gende Implikation gilt:

¢ U — Q ist eine n-dimensionale Karte die mit allen Karten im A C*®-vertrdglich
ist = ¢:U — Qe A

Ein solcher Atlas heifst auch C*°-Struktur oder differenzierbare Struktur auf M.

Definition 1.27 Eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit (oder: differenzierbare
Mannigfaltigkeit) ist ein Hausdorffraum mit abzihlbarer Basis, zusammen mit einem
n-dimensionalen, mazximalen C*-Atlas auf M.

In der Differentialgeometrie wird der Begrift differenzierbar hiufig synonym mit C'*°
benutzt. Ein Satz von H. Whitney' besagt aber, dass ein maximaler C*-Atlas mit
k > 1 stets einen C'*°-Atlas enthélt, mit dem man dann arbeiten kann.

Um eine differenzierbare Mannigfaltigkeit anzugeben, muss nicht der gesamte
maximale Atlas hingeschrieben werden, sondern es reicht die Angabe eines Atlas. Dies
liegt an folgendem

Lemma 1.28 Sei A ein n-dimensionaler C*°-Atlas auf M. Sind die n-dimensionalen
Karten @; = U; — Q;, 1 = 1,2, C®-vertrdaglich mit allen ¢ € A, so sind sie auch
untereinander C*-vertraglich.

BEWEIS: Zu zeigen ist, dass jeden Punkt zq € ¢1(U; NUs) eine Umgebung hat, in der
der Koordinatenwechsel ¢, 0 o7t : @1 (U NUy) — o(Uy N Uy) glatt ist. Sei ¢ : U — Q

fAnnals of Math. 37 (1936), 645-680.



eine Karte aus A mit yo = ¢7 ' (79) € U. Dann ist: (¢2) 0 (¢1) ! = ¢po¢ togo(pr) 7 :
¢1(U1 N U2 N U) — ¢2(UI N U2 N U) wohldefiniert und ¢2 e} Q§_1 . (b(Ul N U2 N U) —
Go(UyNU;,NU) und (¢ o (1)) : o1 (U NUsNU) — ¢(Uy N Uy NU) sind beide C°
also die Verkettung ist C*° (ketten Regel fiir funktionen f: U C R™ — R"). O

Satz 1.29 Jeder n-dimensionale C*-Atlas A auf M ist in genau einem mazximalen
n-dimensionalen C*°-Atlas A" enthalten.

BEWwWEIS: Wir zeigen erst die Eindeutigkeit. Seien A’, A” maximal mit 4 C A’
und A C A”. Zwei Karten ¢ € A, ¢" € A” sind mit allen ¢ € A differenzierbar
vertraglich, also sind ¢, ¢” untereinander C'*°-vertriglich nach Lemma 1.28. Damit
ist ' mit allen ¢" € A" vertriglich und es folgt ¢’ € A”, da A” maximal. Dies beweist
A" C A” und aus Symmetriegriinden gilt dann A" = A”.

Fiir die Existenz setze
A" ={p: ¢ ist Karte, die mit A differenzierbar vertréiglich ist}.

Es folgt A C A’ und A’ ist C*°-Atlas nach Lemma 1.28. Aufierdem ist A’ maximal. O

Wir wollen nun ein paar Beispiele von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten betrachten.

Beispiel 1.30 Ist M eine CY-Mannigfaltigkeit und besteht der zugehorige Atlas A
nur aus einer Karte ¢ : M — €, so ist M automatisch eine C'*°-Mannigfaltigkeit, denn
die Bedingung aus Definition 1.24 ist leer. Zum Beispiel ist jede offene Menge 2 C R”
in kanonischer Weise eine C'*°-Mannigfaltigkeit, als Karte wahlt man id : Q2 — Q.
Insbesondere ist R™ mit dieser Struktur eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. //

Beispiel 1.31 Die n-dimensionale Sphire S* C R"", versehen mit der induzierten
Topologie und mit dem durch die stereographischen Projektionen gegebenen Atlas,
siehe Beispiel 1.25, ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. //

Beispiel 1.32 Das in Beispiel 1.22 betrachtete Quadrat
M= {(z,y) e R?: x| + |y| = 1}

ist mit dem dort angegebenen Atlas eine eindimensionale, differenzierbare Mannigfal-
tigkeit. Zum Beispiel berechnet man fiir die ersten beiden Karten U3 N Us = {(x,y) €
M :x <0,y >0} und erhélt als Koordinatenwechsel

@001 11U NUz) = (—=1,0) = (0,1) = @o(U1 N Us), w2097 (s) =1+ .

Entsprechend sind auch die anderen drei Koordinatenwechsel differenzierbar. //



Beispiel 1.33 Sind M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension m
bzw. n, so ist M x N kanonisch eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension
m + n, die Produktmannigfaltigkeit von M und N (Anwesenheitsaufgabe). //

Beispiel 1.34 Sei ¢ : R — R die Karte, ¢(z) = 23 mit Inverse ¢~'(z) = sign (z)|z|3.
Dann ist der Atlas A = {¢} ein C* Atlas

Um als weiteres Beispiel die projektiven Rdume einzufiihren, benotigen wir den Begriff
der Quotiententopologie und der Offene Abbildung.

Definition 1.35 Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf dem topologischen Raum X, mit
der Quotientenprojektion m: X — X/~ x +— 7w(x) = [x]. Dann ist auf X/~ wie folgt
eine Topologie, die Quotiententopologie, definiert:

UCX/~ offen < 7 Y(U)C X offen.

Beziiglich der Quotiententopologie ist m : X — X/ ~ stetig (Errinerung: ~ ist eine
Aquivalenzrelation, wenn i) x ~ x, i) x ~y = Yy~T, W) T~y Y~z — T2

).

Definition 1.36 Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen zwei Metrischen Rdumen.
f heisst offen falls f(U) ist offen in' Y fiir alle offene U in X.

Beispiel 1.37 Definiere auf R\ {0} die Aquivalenzrelation
r~y < IXeR\{0} mit x = \y.

Der Quotientenraum RP" = (R"\{0})/~ mit der Quotiententopologie heifit n-
dimensionaler reell-projektiver Raum. Als Menge besteht RP™ einfach aus allen
Ursprungsgeraden im R™™!: Wir wollen zeigen, dass RP" eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit der Dimension n ist.

e Eine Menge U in R"\{0} ist offen genau dann, wenn U ist offen in R"*! und
0 ¢ U. Eine offene Menge in R"*\ {0} kann man als U = VNR"™\ {0} schreiben,
wobei V' offen in R™ ist. Das impliziert, dass U offen in R"*! ist, und U C
R 1\{0}.

e Jetzt zeigen wir m : R"™\{0} — RP" offen ist, also offene Mengen in offene
Mengen abbildet.
U offen in R"™'\{0} impliziert, dass U offen in R"™ ist, und U C R"™\{0}.
Das impliziert, dass U = Uyep By, (7)), mit B, (z)) C R"™\{0}. Da #n(U) =
Uxeam (B, (zy)), sind wir fertig, wenn wir zeigen konnen, dass w(B,(z)) offen
ist, fiir eine beliebige offene Kugel B,(z) C R""\{0}. Von der Definition von
der Quotienten Topologie: m(B,(z)) ist offen genau dann, wenn 7! (7 (B,(z)))
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offen (in R™™\{0}) ist. Also, wir miissen nur zeigen, dass 7~ (7(B,(z))) offen in
R\ {0} ist.

Sei y € 7 (7(B,(z))). Dann ist y = aw fiir ein w € B,(x)) und ein a € R\{0}.
Das heisst, [\y — 2| < r, fir A = X, also ¢ :=r — [Ay — 2| > 0. Fiir alle z € R"
mit z € Byy(y) (d.h. |z —y| < o/|A|) folgt

Az =zl <z =yl + Ay -2l =Alz—yl+(r—0) (1.1)
< o+ (r—o
= (1.2)
Das heisst, Az € (B.(x)), welche [z] = [Az] € =(B.(z)) impliziert, also

z € m H(m(B,(x))). Also gilt By (y) € 7' (m(B,(x))). Also ist 7~ (n(B,(x)))
offen, wie erwiinscht. Insbesondere hat die Topologie auf RP™ die abzdhlbare
Basis {m(U;) : i € N}, wobei {U; : i € N} abzéhlbare Basis der Topologie auf
R\ {0}.

e Auch die Einschrinkung m|s» : S® — RP™ ist offen. Sei p : R*™™\{0} —
S, p(z) = . p ist stetig und somit ist 7(U) = w(p~(U)) offen fir U C S"
offen.

e RP™ ist Hausdorff. Sei [z1] # [z2] € RP™, 0BdA mit |z1]| = |z2| = 1. Dann gilt

0 = inf{|zy — x5, |z1 + 22|} >0
(sonst ist [z1] = [x9]). (Bemerkung: hier muss man mit 0 := inf{|z; — 29|, |21 +
Tol,|T1 + ixal, |21 — dxe|} > 0 fiir den CP™ Fall arbeiten.)
Die Mengen U; = 7(Bs/2(x;) NS™) sind offen in RP™ mit [z;] € U;. Ware UyNU, #
0, so gébe es y; € S™, i = 1,2, mit |y; — ;| < 6/2 und y; ~ yo. Sei A € R\{0}
mit y; = Ays, also sogar |A| =1 (da y;,y2 € S™). Es folgt

o 0
|21 = Azo| < 21 =] + Ay — Aza| < 5+ 5 =9,

ein Widerspruch zur Definition von . Damit ist die Hausdorff-Eigenschaft
gezeigt.

e Konstruktion von Karten

Firi=1,...,n+1und U; = m({z € R"" : 2" # 0}) (offene Mengen in RP")
betrachte nun
1 . )
i Ui = R", oi([z]) = — (..., 27 2"
a;-l

iR = Uy, 4i(§) = m(€... &7 LE .80
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Die Abbildungen ¢;, ¢; sind zueinander invers, und v; ist offentsichlich stetig (da
sie die Verkettung von zwei stetigen Funktionen ist). Die Stetigkeit von ¢; folgt
aus @; (V) = w(p; 1 (V)) fiir V C R", wobei

pii{r € R 2t £ 0} = R pi(z) = — (2, ..., 2" 2™ .
ml

pit (& €M) = Heleh, - (O 7L L (.., &Me € R\{0}},
und so (@) (v ) hi(V) = {W(ﬁ1 ETLLET L E(E € € V) =

mo(p;)~ " (V).) Fiir ¢ > j erhalten wir dle Kartenwechsel ¢, o ;! gal(U nU;) —
ij(Ui N UJ)?

pyow (€€ o€ €7)

_90]( (51 "761_1517517"'75’”))
&' (5 5] ! £]+1 * '7£Z_1717£Z7"'7£n) (1.3>

und @i (U; N U;) = {(€",...,€M[&7 # 0}, 3 (Ui N U;) = {(&', ..., €M)I&~ # 0}
Fiir « < 7 bekommen wir:

piow; (& ..., €") =pjovi(¢, ..., ¢")

- @j(ﬂ'(éﬁl? T 751'4_17 ]-7 gi) N 7571))
= g€ ETNLE O, 6 (14)

Hllt gpz(UZﬁU]) = {(fl, Ce ,gnﬂgj—l 7é O}, und QOJ(UZHU]) = {(fl, N ,fn)‘fz 7é 0}
Die Kartenwechsel sind damit C*°-Funktionen und bilden einen C'*° Atlas fiir
RP”, und damit ist RP", eine C'>*° Mannigfaltigkeit.

Beispiel 1.38 Der komplex-projektive Raum wird vollig analog definiert als CP"™ =
C"\ {0}/ ~, wobei

z~w & 3 e C\{0} mit z = lw.

Eine Analyse des vorangehenden Beispiels zeigt, dass die Uberlegungen vollstindig
iibernommen werden konnen. Insbesondere ist die Projektion 7 : C"*\{0} — CP"
offen, die Quotiententopologie hat eine abzédhlbare Basis und ist Hausdorffsch. Die
Kartenabbildungen bilden nun nach C" = R?" ab, und die Kartenwechsel sind von der
Form (im Fall z.b. i > j)

QDJOSDZ_I : Cn\{C] = O} - Cn\{CZ_1 = O}’ 5 = l(C?17 c "Cj_17cj+17 . "Ci_lﬂ ]‘7CZ+17 R 7Cn)'

J

Dies sind wieder C*°-Diffeomorphismen von offenen Gebieten im C* = R?", also ist

CP™ eine kompakte, 2n-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit. Tatséchlich
sind die Kartenwechsel sogar komplex differenzierbar, und damit ist CP™ eine
n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. //
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Der folgende Satz hilft uns einer Mannigfaltigkeit zu konstruieren, wenn wir nur Ab-
bildungen gegeben sind (die die Karten die Mannigfaltigkeit werden sein soll).

Satz 1.39 Sei M eine Menge und ¢y : Uy — Vi, A € A, ein System von bijektiven
Abbildungen von Uy C M auf offene Mengen V) C R". Es gelte:

(1) U)\GA U= M.
(2) eA(UxnU,) ist offen fiir alle \, € A.
(3) puowyt oAU NU,) — ¢, (UxNU,) ist stetig fiir alle A\, i € A.

Dann gibt es genau eine Topologie O auf M, so dass {@x : X € A} ein C°-Atlas ist.
Wird M durch eine abzihlbare Teilfamilie {Uy : A € N'} dberdeckt, so hat O eine

abzdhlbare Basis.
Bemerkung: Um zu zeigen, dass M eine C°-Mannigfaltigkeit ist, ist im Einzelfall

noch die Hausdorff-Eigenschaft nachzuweisen!

BEWEIS: (von Satz 1.39) Wir definieren die gesuchte Topologie durch
O ={UCM:p\(UNU,) CR"ist offen fiir alle A € A}.

Dann ist O eine Topologie, wie sich aus folgenden Tatsachen ergibt:

(i) eA(M NU,) = V) C R" ist offen nach Voraussetzung. Also, M € O. p\(0NU)) =
() C R™ ist offen, also () € O.

(ii) Sei W, C M, a € A. W, C O impliziert p)(W, NU,) ist offen (per defn.). Das
impliziert ©x((Uy,ca Wa) NUN) = Upes o2 (Wa NU,) ist offen. Also, (U cq Wa)

ist offen.

(it) Fiir W, € M, i=1,...,N, gilt oa((Nie, Wi) NU») = NX, ox(Wi N UL). W in
O impliziert, dass (i, W;) € O.

Beziiglich O sind die Mengen U, offen nach Voraussetzung (2). Weiter ist ¢y : Uy — V),
stetig, denn fiir V' C V), offen und p € A ist

ouly (V)NUL) = (puo ey ) (VN oa(UxNU,))

(paopp ')t offen

offen (hier wurde benutzt, dass (¢))"*(V) C U, und dass Bedingung (3) gilt) .
Schlieflich ist gp)fl : Vi — U, nach Definition stetig, denn fiir U € O mit U C U, ist
ox(U) = pA(U N U,) offen, da U € O genau dann, wenn ¢, (U N U,) C R™ offen ist
(per defn von Q). Damit sind die ¢, : Uy — V) Homeomorphismen und bilden einen
CP-Atlas auf M.

12



Sei O eine Topologie, so dass die ¢, : Uy — V) homeomorphismen sind (insbe-
sondere, miissen Uy € O’ fiir alle A, da 3" (V)) = Uy und ¢, stetig). Fiir U € O folgt
dann
U=JeeUnty)e0 = 0cCO.
—_———

AEA g
offen in rr~

Ist umgekehrt U € O, so ist UNU, € O und (U NU,) ist offen, fiir alle A € A (fur
ein Homeo f: V — W ist f(U) U offen auch offen: f(U) = (f~!)"}(U)istof fen) Dies
bedeutet U € O (per definition von O) bzw. O’ C O.

SchlieBlich gelte M = |J,c, Uy mit A’ abzdhlbar. Jedes V) hat eine abzéhlbare
Basis {Vy; : @ € N} bzgl. der Topologie auf R™. Dann ist {Uy; = ¢~ *(V);) : i € N}
abzdhlbare Basis fiir Uy und somit {U,; : A € A’, i € N} eine abzdhlbare Basis der
Topologie O auf M. O

Definition 1.40 Fin topologischer Raum X heifst zusammenhdngend, wenn fir A C
X folgende Implikation gilt:

A offen und abgeschlossen, A #() = A=X.

Mit anderen Worten besagt die Definition: es gibt keine nichttriviale Zerlegung von X
in offene Mengen.

Beispiel 1.41 Das Intervall [0,1] C R ist zusammenhéngend. Denn sei A C [0, 1]
offen, abgeschlossen und nichtleer. Dann sei a € A C [0,1], @ # 0,1. Sei s = inf{r <
a:(r,a) C A}, und t = sup{r > a: (a,r) C A}. Da A offen in [0, 1] ist, ist s < a und
t > a wohldefiniert. Da A abgeschlossen in [0, 1] ist, ist s € A und ¢t € A. Wenn s # 0
dann benutze die Offenheit von A wieder, um zu zeigen, dass es existiert 0 < § < s mit
(5,a) C A, welche ein Widerspruch zur Defn. von s ist. Also s = 0. Ahnlich zeigen wir,
dass t = 1. In dem Fall, dass @ = 0 dann definieren wir nur ¢ und zeigen (wie oben),

dass t = 1. In dem Fall, dass a = 1 dann definieren wir nur s und zeigen (wie oben),
dass s = 0. . //

Definition 1.42 Sei X topologischer Raum, und xo, 1 € X. Ein Weg von xy nach x
ist eine Abbildung v € C°([0,1], X) mit v(0) = zq, y(1) = x1. Wenn es einen solchen
Weg gibt, so heiflen xg,x1 verbindbar. X heifst wegzusammenhdingend, wenn je zwei
Punkte xoy,x1 € X verbindbar sind.

Lemma 1.43 Sei X ein topologischer Raum.

(i) ,verbindbar® ist Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen heiflen Wegkompo-
nenten.

(i) X wegzusammenhingend = X zusammenhdngend.

Beweis: Fiir (i) priifen wir die drei Eigenschaften:
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x ~ x: wéhle y(t) = zfiir alle ¢ € [0, 1].
Ty~ T = x1 ~ To: sei v Weg von ¢ nach z1; wahle o(t) = v(1 —¢) fir ¢t € [0, 1].
To ™~ X1y, Ty ~ Ty = To~ Tt Seien v,y Wege von xy nach z; bzw. x; nach xs.

Wiéhle
v1(2t fiir O
A=
Y2(2t — 1) fiir 5

— N

<t<
<t<

Fir (i) sei A C X offen und abgeschlossen, und zy € A. Sei € X beliebig. Nach
Vorassetzung gibt es einen Weg v von zy nach z. Dann ist y7!(A) C [0, 1] offen und
abgeschlossen, sowie 0 € v~1(A). Nach Beispiel 1.41 ist dann v~'(A) = [0, 1] und damit
gilt z =~(1) € A, also A = X. da x beliebig war. O

Lemma 1.44 Sei XY Topologischer Riume, und sei X zusammenhdngend (bez. weg-
zusammenhdngend), und f : X — Y stetig. Dann ist f(X) mit der induzierten Topo-
logie zusammenhdngend (bez. wegzusammenhdingend).

Beweis i) Sei A C f(X) mit A offen und abgeschlossen, A # (). Also, A = U N f(X)
und A = G N f(X) wobei U offen in Y ist, und G abgeschlossen in Y ist. Dann ist
f7HA) = fYQ) ist abgeschlossen, und f~'(A) = f~1(U) ist offen, also f~*(A) ist
abgeschlossen und offen in X und f~1(A) ist nicht leer, da A eine nichtleere Teilmenge
von f(X) ist. Widerspruch.
ii) Sei yy = f(x1),y2 = f(xa) € f(Y). Seiy:[0,1] — X stetig mit y(0) = z1,7(1) = 22
(existiert, da X wegzusammenhingend). Dann ist o : [0,1] — f(X),0(t) = f o~(t)
stetig und (0) = y1,0(1) =92 (7N (f(X)NU) =7 o fHF(X)NTU) =471 f7HD)).
0
Die folgende Aussage beruht darauf, dass eine Mannigfaltigkeit lokal wegweise zusam-
menhédngend ist.

Satz 1.45 Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. Dann gilt:
M wegzusammenhdingend < M  zusammenhdngend.

BEWEIS: Es ist nur noch die Aussage ,<“ zu zeigen. Der Beweis beruht darauf,
dass M lokal wegweise zusammenhéngend ist. Wé&hle ndmlich zu ¢ € M eine
Karte ¢ : U — V mit x € U. Fiir r > 0 hinreichend klein gilt B,(¢(x)) C V,
und U, := ¢ '(B,(¢(z))) ist wegweise zusammenhéngend (von Lemma oben), da

o1 (Br(o(z)) — ¢ H(B.(¢(x))) ist eine stetige Abbildung.

Sei nun xg € M beliebig und A die Wegkomponente von xy. Ist + € A und y € U,,
also g ~ x und = ~ y, so folgt o ~ y bzw. U, C A. Also ist A offen. Sei umgekehrt
x € M\A. Angenommen U, N A # (), d.h. es gibt y € U, N A. Dann gilt 2y ~ y und
y ~ x, folglich zg ~ x, Widerspruch. Dies bedeutet U, N A = (Joder in anderm Wérten
U, € M\A, also M\ A ist offen, d.h. A abgeschlossen. Wegen zy € A (A ist nicht leer)
und M zusammenhéngend folgt A = M, das heifit M ist wegzusammenhéangend.

O
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Beispiel 1.46 Die folgende Menge M C R? ist zusammenhiingend, aber nicht wegzu-
sammenhéangend:

M:{(az,sini):0<x< 1}U{(0,y): -1 <y <1}
//

2 Differenzierbare Abbildungen und
Uberlagerungen

Definition 2.1 Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw.
n. Bine Abbildung f : M — N heifit k-mal stetig differenzierbar (wobei k € NoU{oo}),
wenn es zu jedem p € M eine Karte ¢ : U — o(U) mit p € U und eine Karte
YV — (V) gibt*, so dass f(U) CV undpo fopteCk

Bild

Notation: f € CF¥(M,N) bzw. f € C¥(M) im Fall N = R (versehen mit der
Standardstruktur).

Bemerkung. Seien ¢ : U — o(U’) bzw. ¢’ : V' — (V') irgendwelche Karten im
jeweiligen maximalen Atlas. Ist f € C*(M, N) und f(U’) C V', so folgt ¢'o fo(¢') 7! €
Ck('(U")). Das zeigt man wie folgt: Sei zop € ¢'(U’) und sei p = (¢')"1(xg). Wiihle
0 :U — oU), Y : V — (V) wie in Definition 2.1 mit p € U und f(p) € V. Die
Behauptung ergibt sich wie folgt: ¢/ o fo (¢') 1 =1 oy L opo foplopo(y)t:
S(UNU") — '(VNV') ist wohld definiert und C* durch die Kettenregel. ' (UNU’)
ist eine Umgebung von zq also ist ¢/ o f o (¢/)™! C™ in zy. 7y war beliebig in ¢'(U’)
also sind wir fertig.

Beispiel 2.2 Betrachte S™ mit den Karten ¢1, ¢ aus Beispiel 1.25 (stereographische
Projektion von Nordpol bzw. Stidpol). Fiir A > 0 sei

R =R 7\(z) = Az

*jeweils im maximalen C°°-Atlas von M bzw. N
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Definiere nun oy : S — S" wie folgt:

ox(p) = (901_1 0Ty O @1)(]?) falls p £ (0,1)
R ((RY falls p = (0,1).

wobei hier benutzen wir die Notation von der Stereo. Beispiel S* C R"™! = R"R
S"={(z,t) CR"R||lz)> +t* =1}, U = {(z,t) e S"CR" xR : t < 1}, Uy = {(z,t) €
ST CR"xR:t> -1}, ¢ Uy = R i = 1,2, pi(z,t) = 155, pa(z,t) = 5. Wir
zeigen, dass o) eine C*°-Abbildung ist: fiir ¢; : Uy — R™ gilt 0, (U;) C U; und

1 000 gpfl =7\ € C°(R",R").
Fiir g : Uy — R" gilt 0,(Uz) € Uy und

0 =0

1
P2O00)\0Py = _ -
’ {(8020901)107A0(9020901)1 x#0
(Bemerkung: o,(p) = (0,—1) genau dann, wenn o5,(¢'(p)) = 0 genau dann, wenn
p = S impliziert p € Uy, also 07,(Us) C Us) Nach Beispiel 1.25 ist (20071 )(2) = 2/|z|?,
also folgt fiir = # 0

nle/le?) 1

(P20 )a) = T2 L = 5

Insgesamt folgt @y 0 oy 0 ;' (7) = %x fiir alle z € R™, insbesondere fiir x = 0, also ist

0900y 0yt € C™®. Insgesamt impliziert dass, das oy : ™ — " C™ ist. //

Definition 2.3 Fine Abbildung f : M — N zwischen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten heifit C* Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist, und f, f~1 von der Klasse C™
sind.

Beispiel 2.4 Die Abbildung o) : S® — S" ist ein Diffeomorphismus, denn 0;1 = 01/x.

//

Beispiel 2.5 Betrachte auf R die beiden Atlanten

Al = {1 R=R, ¢i(z) =x}
Ay = {p:R =R, @x) =2}

A; und A, definieren verschiedene differenzierbare Strukturen auf R, denn die Karten
sind nicht einmal C'-vertriiglich (geschweige denn C*):

woop;t: R—R, s+ 53

vVt t>0
prop;': R—R, t+—>{\[ -

Y=t t<0
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@105 ist nicht differenzierbar in t = 0. Das bedeutet, dass die differenzierbaren Struk-
turen sind nicht gleich ( wenn die Gleich wéren, dann miissen die zwei C'* vertréglich
miteindaner sein). Die Abbildung

f:(R,Al) —>(R,A2), f(I): {% iig

ist aber ein Diffeomorphismus! Denn

paofopr!t = idgr e CP(R,R),
proftop,! = idg € C*[R,R).

//

Auf der Menge der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (mit maximalen Atlanten) ist
M~ N <& M diffeomorph N

eine Aquivalenzrelation; ihre Aquivalenzklassen heifien Diffeomorphietypen. Bekannt-
lich ist auch
M~ N & M homeomorph N

eine Aquivalenzrelation; ihre Aquivalenzklassen heifien Homeomorphietypen. Die zwei-
te hdangt nur von der Topologie ab, und hat nichts mit der differenzierbaren Struktur
(also ein maximale Atlas) zu tun.

Natiirlich ist jede differenzierbare Mannigfaltigkeit insbesondere eine C° Mannig.
(manchmal topologische Mannigfaltigkeit genannt) mit einer Topologie. Es ist eine
sehr schwierige Frage, wieviele verschiedene Mannigfaltigkeiten — im Sinn von nicht ho-
meomorph oder nicht diffeomorph - es in der jeweiligen Dimension gibt. Hier nur einige
Ausblicke ohne Beweis, wobei wir stets von zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten
ausgehen:

e Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten, die keinen differenzierbaren Atlas be-
sitzen. Das erste Beispiel einer 10-dimensionalen Mannigfaltigkeit stammt von
Kervaire (1960). Donaldson fand 1984 vierdimensionale Beispiele, indem er den
Losungsraum einer gewissen partiellen Differentialgleichung aus der Elementar-
teilchenphysik untersuchte, ndmlich der Yang-Mills-Gleichung.

e Es gibt Beispiele von topologischen Mannigfaltigkeiten, die mehrere, nicht diffeo-
morphe differenzierbare Strukturen besitzen. So gibt es auf der 7-dimensionalen
Sphére 28 verschiedene differenzierbare Strukturen (Milnor 1964). Und 1984
zeigte Gompf (aufbauend auf den Resultaten von Donaldson) die Existenz
iiberabzahlbar vieler, nicht diffeomorpher C*®°-Strukturen auf R*!

e Die Kreislinie S! ist die einzige kompakte, eindimensionale Mannigfaltigkeit so-
wohl im C°-Sinn als auch im C'*-Sinn. Die einzige nichtkompakte eindimensio-
nale Mannigfaltigkeit ist R. Den C*°-Fall werden wir als Aufgabe beweisen. Im
zweidimensionalen Fall gibt es folgende Klassifikation von kompakten, zusam-
menhéingenden Flédchen:
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Satz 2.6 (Flichen Klassifikation: Poincaré ) Sei M? eine kompakte, zusam-
menhingende C° Mannigfaltigkeit. Dann ist M? (orientierbar) die Sphdre, den
Torus, die Brezel (2 Licher),oder usw. (Die Fliche mit zwei Lichern kann aus
2 Tori konstruiert werden, indem man aus diesen jeweils eine kleine Kreis-
scheibe entfernt und sie dann durch Finsetzen eines Zylinderstiicks verbindet
(Konstruktion der zusammenhingenden Summe). Entsprechend kann die Fliche
mit p Léchern als zusammenhdngende Summe von p Tori aufgefasst werden.
Bild

oder (nicht orientierbar) die zusammenhdngende Summe von projektiven Ebenen.

Auf diese Weise erhdlt man eine komplette Liste aller kompak-
ten,zusammenhéngenden, zweidimensionalen Typen von Fliachen, wobei
wieder zwischen homeomorph und diffeomorph kein Unterschied besteht. Der
Beweis ist aber schon weitaus schwieriger, im differenzierbaren Fall folgt die
Aussage aus dem Uniformisierungssatz von Poincaré aus der komplexen Analysis.
Fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten gibt es ein Programm von Thurston,
die kompakten zusammenhidngenden Mannigfaltigkeiten ebenfalls in gewisse
Grundbausteine zu zerlegen. Dies ist Gegenstand der aktuellen Forschung. In
den letzten Jahren gab es einen Beweis von Thurstons Vermutung (dass man 3-
Mannigfaltigkeiten zerlegen kann in bekannten stiicken) von Hamilton/Perelman
mit Hamilton’s Ricci Fluss und sogenannten Surgery (Chirugie):

dg(t)
ot
Der Begriff der Ricci Kriitmmug wird in DGII definiert /untersucht.

= —2Ricci(g(t)).

Lemma 2.7 Die Verkettung von C*-Abbildungen ist wieder eine C*-Abbildung, das
heifst
feCHM,N), ge C*N,P) = gofecCHM,P). (2.1)

Beweis: Wahle zu p € M Karten ¢ : U — (U) auf M, ¢ : V. — (V) auf N
und x : W — x(W) auf P, so dass p € U, f(p) € V und g(f(p)) € W. Wir kénnen
annehmen, dass f(U) C V und g(V) C W, andernfalls ersetze erst V durch VNng= (W)
und dann U durch U N f~%(V). Dann gilt: Yogo fo¢™t =yogow toofogp!
und yogoy~t € C*((V),x(W)) und Yo fop~! € CF(p(U),¥(V)) Behauptung (2.1)
folgt dann aus der C*-Kettenrege. Bild. [J.

Satz 2.8 Die Menge Diff (M) der Diffeomorphismen einer Mannigfaltigkeit M ist eine
Untergruppe der Bijektionen von M.

BEWEIS: Fiir f, g € Diff(M) ist g~ o f € Diff (M) wegen (2.1). O

Definition 2.9 FEine Untergrupe I' C Diff (M) operiert frei und eigentlich diskontinu-
erlich auf der Mannigfaltigkeit M, falls gilt:
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(i) g(p) # p fir allep € M, g € T'\{id }.

(ii) Zu je zwei Punkten p,q € M gibt es offene Umgebungen p € U, , bzw. ¢ € V,,,
so dass g(Upq) NV, g =0 fir alle g € T mit g(p) # q.

O

Bemerkung 2.10 Bei Bedingung (ii) ist p = q erlaubt. In dem Fall kann man o.B.d. A
annehmen, dass U =V (sonst ersetze U und V' beide durch U NV ).

Bemerkung 2.11 Nehmen wir an, dass die Topologie auf M durch eine Metrik d( -, -)
induziert, beztiglich der die Gruppe I' isometrisch operiert, das heifst

d(g(x),9(y)) = d(z,y) fir allex,y € M, g €.

Ist dann fir gegebene p,q € M

Opg = nf{d(g(p),q) : g € T, g(p) # ¢} >0, (2:2)

so ist die Bedingung (ii) in Definition 2.9 erfillt mit U = Bs;5(p), V = Bs/2(q). Denn
wire v € g(U)NV fiir ein g € T mit g(p) # ¢, so folgt d(g(p),z) = d(p, 9~ " (z)) < /2
wegen g~ (x) € U = By2(p), und hieraus

o 9
d(9(p),q) < d(g(p),z) +d(z.q) <5 +5 =9,
ein Widerspruch zu (2.2). Insbesondere ist Bedingung (ii) in Definition 2.9 immer
erfillt, wenn eine endliche Gruppe bzgl. einer Metrik isometrisch operiert.

Beispiel 2.12 Die Gruppe I' = {id } mit zwei Elementen operiert frei und eigentlich
diskontinuierlich auf S* C R"*!. Denn es gilt —p # p fiir alle p € S”, und I" operiert

isometrisch bzgl. d(p,q) = |p — q|. //

Beispiel 2.13 Die Gruppe [I' = Z" operiert frei und eigentlich diskontinuierlich auf
R™ durch Translationen:

T(p) =p+k fiir p € R™, k € Z".

Die Operation ist trivialerweise frei, und isometrisch zum Beispiel beziiglich der Metrik
d(p,q) = ||p — q||c- Es ist leicht zu sehen, dass Bedingung (2.2) erfiillt ist, das heifit es
gilt

S:=inf{||p+k—qlle:ke€Z" p+k+#q}>0.

/!

Definition 2.14 Fir eine Untergruppe I' C Diff( M) ist durch
p~q < 3gelmity(p) =g

ein Aquivalenzrelation auf M gegeben. Die Menge der Aquivalenzklassen, versehen mit
der Quotiententopologie, wird mit M /T bezeichnet.
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Definition 2.15 Eine stetige und surjektive Abbildung w: M — X zwischen topologi-
schen Rdumen heifit Uberlagerung, falls es zu jedem x € X eine Umgebung U gibt, so

dass
= U v
i€l
mit V; C M offen, paarweise disjunkt und |y, : V; — U homeomorph.
Beispiel 2.16 Sei M? = {(v,y,2)|(z,y) € R*,z € Z}. Dann ist 7 : M*> — R? eine
Uberlagerung mit w(z,y,2) = (z,y). 7 *(B1((z,y))) = U.ezB1((z,9)) x {z}

Bemerkung 2.17 Sei 7 : M — X Uberlagerung und X zusammenhingend. Fir k €
NU {oo} ist die Menge

Xy ={r € X :card 7z} =k}

offen. Denn fir v € X;, gilt U C Xy mit U wie in Definition 2.15 x € U (v Y (U) =
UaeaUn Uy, € A paarweise disjunkt impliziert, dass card (7= 1(y)) = A fiir alley € U
insbesondere fiir y = x). . Wihle nun k € NU {oo} mit X # 0, dann ist X\ X, =
Uiz Xi offen, also X = X, nach Voraussetzung bzw. card 7~ {a} = k fiir alle v € X.

Man bezeichnet k als den Grad der Uberlagerung .

Definition 2.18 Sei f : M™ — N™ eine C* Abbildung. f heisst lokaler C* Diffeo-
morphismus, wenn fir alle p € M existiert es eine Umgebeung U von p € U, so dass
flu : U — f(U) ein C* Diffeomorphismus ist

Beispiel 2.19 7 : 8™ — RP" ist ein lokaler Diffeo. UA.

Satz 2.20 Ser M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit, auf der die Gruppe I' C
Diff(M) frei und eigentlich diskontinuierlich operiert. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) X = M/T ist Hausdorffraum mit abzihlbarer Basis, und die Projektion = M —
X st eine Uberlagerunyg.

(b) Es gibt genau eine differenzierbare Struktur auf X, so dass w lokal diffeomorph
18t8.

BEWEIS:

o m: M — M/T ist offen.
Fir V. C M gilt 7! (x(V)) = Uyer 9(V), folglich ist die Projektion 7 : M — X
offen (da g ein Diffeo. ist, welche ¢g(V') offen impliziert).

e M/T ist Hausdorff.

Seien p, ¢ € M mit [p] # [q]. ([p] = 7(p)). Fir U = U, 4,V =V, , wie in Definition
2.9(ii) sind w(U), w(V) offene Umgebungen der Punkte 7(p), 7(¢) € X (von
Schritt 1). Wére n(U) Nw(V) # 0, so gibt es p’ € U, ¢ € V mit n(p/) = 7(¢),
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also g(p') = ¢ fir ein g € T'. Aber g(p) # q wegen w(p) # m(q), also gilt
g(U) NV =0 nach Wahl von U,V ( Bedingung (ii)), ein Widerspruch.

M /T hat eine abzéhlbare Basis.

Eine abzdhlbare Basis der Topologie von M/T" erhdlt man durch Projektion
einer abzéhlbaren Basis der Topologie von M.

Beweis von (a) Wie in Bemerkung 2.10 (Fall p = ¢ in Bedingung (ii)) erwéahnt,
erhalten wir zu p € M eine offene Umgebung p € U mit g(U) N U = 0 fiir
alle g € T' it g(p) # p. Aber, g(p) # p fiir alle g € I'\{id} (wegen Bedingung
(i) in Defn.) Das impliziert: g(U) N U =  fiir alle ¢ € T'\{id}. Dann gilt
1 (r(U)) = Uyer 9(U), wobei g1(U) N g2(U) = 0 fiir alle g1, go € I mit g1 # go;
andernfalls wire (g, ' 0 g1)(U) N U # () im Widerspruch zur Wahl von U. Fiir
g € I'ist g(U) offen sowie 7 : g(U) — 7w(U) stetig, offen und bijektiv. Denn wiére

7(q1) = m(q) fiir ¢; € g(U), q1 # qo, so folgt w(py) = w(ps) fiir p; = g7 (q;) € U,
sowie p; # po. Es gibt also ¢’ € T mit ¢'(p1) = pa und p; # po. Das impliziert,
dass ¢ # id. D.h. ¢(U)NU # (), und ¢’ € T'\{id} : ein Widerspruch zur Wahl
von U. Damit ist Behauptung (a) bewiesen.

Als néchstes konstruieren wir die gesuchte differenzierbare Struktur. Wie
bereits gezeigt, gibt es zu p € M eine Umgebung U, mit folgenden Eigenschaf-
ten:

e g(U,) NU, =0 fiir alle g € T'\{id }
e es gibt eine Karte ¢, : U, — W, C R™.
Definiere nun auf X die Karten
Pp = Ppo (7T|Up)_1 7 (Up) = p(Up) S R™ (2.3)

Die ¢, sind homeomorph, und es bleibt nur die Differenzierbarkeit der Karten-
wechsel g 0 @t 1 ¢y (7(Up) N7(Uy)) — ¢q(m(Up) Nw(Uy)) zu zeigen.

Sei w(p') = w(¢) fiir p’ € U, ¢’ € Uy, (sonst ist 7(U,) N7(U,) = 0 und so es gibt
nicht ’s zu zeigen) also ¢’ = g(p’) mit einem g € I'. Wir zeigen, dass pg00;, List C°
in eine Umgebung des Punkts ¢,(7(p')) = ¢,(p'). Setze p' € U} := U, N g~ (U,)
und U := U, N g(U,). Es gilt g(U)) = U, und

mly, 09 =7y, auf U, = (x|y,)”" o 7|y, = g auf U,
Daraus folgt
_ _ -1 _
qu(ppl = (wqo(ﬂqu) 1) o (@Z)po(ﬂUp) 1) :wqogowpl auf @ij(U;)-
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Die rechte Seite ist die Koordinatendarstellung des Diffeomorphismus g, also in

.

Sei schlieBlich A ein Atlas auf X, so dass @ : M — X lokal diffeomorph
ist. Dann ist fiir jede Karte ¢ : Q — () in A und jede Karte v, : U, — 1,(Up)
die zugehorige Koordinatendarstellung

pomot ™, (m(Uy) NQ) — o(r(U,) NQ)

diffeomorph. Wegen ¢, = 1, o (7|y,)~" bedeutet dies, dass die Kartenwechsel
pop, ! differenzierbar sind, d.h. A definiert dieselbe differenzierbare Struktur.

O

Beispiel 2.21 Seien 7; : S" — S"/{id } bzw. 7y : R"™\{0} — RP" die Projektions-
abbildungen, siehe auch Beispiel 1.37. Die Abbildung

f:8"{id} = RP", f(x) = f([2]n) = [2]r, = {Az: A € R\{0}}
ist offensichtlich wohldefiniert und bijektiv, und wir haben das kommutative Diagramm
NG g Rn+1\{0}

m L

st /{id} L RPn

Wir nennen C ink : S" — R™™\{0}. Dann gilt f ist ein Homeomorphismus, denn
einerseits gilt fiir U C RP™ offen

(N U) = (fom) HU) = 7, (U)N'S™ = offen in S™.

Jetzt benutze, dass T offen in S™/{id } genau dann, wenn 7; ' (T) offen ist. D.h. T' =
F7HU) ist offen.
Andererseits gilt fur V' C S™/{id }

m  (f(V)NS" = (fom)  (f(V)) = (V).

Fiir V C S*/{id } offen ist damit 7, '(f(V))NS" offen in ", das heifit 7, ' (f(V)) offen
in R"*1\ {0}, also f(V) offen in RP™ (defininition: 7, *(T') offen g.d.w T offen ist). Jetzt
ist noch die Differenzierbarkeit von f und f~! zu zeigen. Zu diesem Anlass fithren wir

einen neuen Atlas auf der Sphére S™ ein, und zwar betrachten wir firs=1,... ,n+1
und 0 =1, -1
o o n : 7 n 1 1 i—1 i+l n+1
ol U7 ={xeS":sign(z') =0} = R", o — —(a,...;z" 2" ... 2",
xl

Die Umkehrabbildung lautet

o
V1t [P
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Aus den Formeln folgt, dass es sich hierbei um einen differenzierbaren Atlas handelt
und dass die Karten mit den stereographischen Projektionen differenzierbar vertraglich
sind. Verwenden wir auf RP" die Koordinaten aus Beispiel 1.37, i.e.

) 1 . )
i {[z] e RP" : 2" #£ 0} = R", ¢;([x]) = E(Qfl, o T fir i =1,
Sei p € U;°. Die Koordinaten fiir S*\{id} in eine Umgebung V' = m1(W,) von m(p)
sind dann (wie in dem Beweis definiert: siehe (2.3)) ¢, : m(W,) — o7 (W,), ¢, =
¢? o (m|w,)~!. Mit diesen Koordinaten bekommen wir ¢; o f o (¢,)' = @0 fo
(m1lw,) © (¢7)~" mit Definitionsbereich ¢7(W,) (offene Menge) und Bild eine of-
fene Menge in R™ enthalten. Aber ¢; o f o (mi|w,) o (¢7)"1(&,....€") = ¢ o

o 1 i—1 i n _ . 1 i—1 % n _
fo7rl<\/m(§7"‘7§ 71757"‘75 )) - @Z([(é’?"’?"'?é’ 717§7"'7§ ):|7T2) -
(&1, ...,€M). Es folgt direkt, dass (¢,) o f~! o (¢;)~' = id auf sein definitionsbereich
(offene Menge). Also f ist ein Diffeo. //

Definition 2.22 Sei X wegzusammenhdngender topologischer Raum und xo € X. Ei-
ne Schleife in o ist eine stetige Kurve c¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = ¢(1) = xy. Zwei
Schleifen ¢y, ¢y in xo heiffen homotop (mit festem Basispunkt xo), wenn es eine Abbil-
dung h € C°([0,1] x [0,1], X) gibt mit den Eigenschaften

h(-,0) =co, h(-,1) =c; und h(0,t) = h(1,t) = zo fir alle t € [0, 1].

Zwischen den moglichen Uberlagerungen einer Mannigfaltigkeit X und der Menge der
Homotopieklassen von Schleifen in X besteht ein enger Zusammenhang. Wir formulie-
ren hier nur ohne Beweis eine wesentliche Konsequenz der Uberlagerungstheorie, und
kommen ggf. spiter darauf zuriick.

Definition 2.23 FEin wegzusammenhdngender topologischer Raum X heif$t einfach zu-
sammenhdngend, wenn jede Schleife ¢ : [0,1] — X in xy homotop zur konstanten
Schleife c(s) = xq ist. Diese Figenschaft hingt nicht von der Wahl des Basispunkts xq
ab.

Beispiel 2.24 Jede konvexe Teilmenge des R™ ist einfach zusammenhéngend, und
allgemeiner jede sternformige Menge (beachte, dass die Menge nicht notwendig
sternférmig bzgl. des gegebenen Basispunkts xg sein muss). Die Sphéren S™ sind einfach
zusammenhéngend genau fiir n > 2. //

Satz 2.25 Sei X eine zusammenhdngende, m-dimensionale Mannigfaltigkeit, und xq €
X. Dann existiert eine einfach zusammenhdngende, m-dimensionale Mannigfaltigkeit
M und eine Untergruppe I' C Dif( M), die frei und eigentlich diskontinuierlich operiert,
so dass X diffeomorph zum Quotienten M /T ist. Die Projektion = : M — X ~ M/T’
heift universelle Uberlagerung. Sie ist eindeutig in folgendem Sinn: ist 7' : M' — X
ebenfalls Uberlagerung mit M’ einfach zusammenhdingend, so gibt es einen Diffeomor-
phismus ® : M' — M mit 7’ = 7o ®.
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3 Tangential Vektoren und Differential

Die differenzierbarkeit einer Funktion f : M — N (M, N Mannigfaltigekeiten) ist
iiber ihre koordinatendarstellung definiert, unabhéngig von der wahl den koordinaten
Doch was ist die Ableitung von f?7 Hierzu miissen wir als erstes erkldren, was ein
Tangentialvektor ist, und was der Tangentialraum von M in einem Punkt p sein
soll. Zuerst beschéftigen wir uns mit M = R”

Definition 3.1 (TR" = {(z,v)|lz € R",v € R"} ist der Tangentialraum von R™.
ozR™ C (TR™ = {(z,v)|x € R",v € R"} ist der Tangentialraum von R™ im Punkt x.
und es wird so gezeichnet (Bild).

Bemerkung 3.2 Klar ist, dass ¢T,R" ~ R™ als vektorriume (also isomorph als Vek-
torraume): oT,R™ ist ein R Vektorraum mit +, - so definiert: (z,v)+(z,w) = (z, v+w),
a(x,v) = (x,av). Die Isomorphism ist (x,v) — v.

Eine andere mogliche Definition von T, R™ wird mit Hilfe von Kurven die durch z gehen
gemacht:

Definition 3.3 Seien o : (—6,0) > R" v: (—a,a) — R" (6,a > 0) C' Kurven. Falls
a(0) =~(0) und o'(0) = 4/(0), dann schreiben wir o ~ ~ (man checkt leicht nach, dass
~ eine Aquivalenzrelation ist). [y] ist die Auquivalenzklasse von v : (—a, o) — R™.
1T.R™ = {[y] : v(0) = x}. \T,R" ist ein Vektorraum iiber R mit +,- so definiert:

ol = [(a(y —2) + 2)]],
] + 4] = [(a+ 68— 2)|-rn)]

wobei r = min{J, 5} > 0.

Bemerkung 3.4 Mit a(y — x) + x ist die Kurve (a(y —z) +2)(t) := (a(vy(t) — x) + )
gemeint, und mit o + 3 — x ist die Kurve (o + 3 — z)(t) = (a(t) + 5(t) — x) gemeint.

Bemerkung 3.5 T,R" ~ (T,R"™ (Isomorph) durch [y] — (z,7'(0)). Diese Abbildung
ist linear, wohldefiniert und injektiv (trivial). Surjektiv ist sie auch: y(t) = x + tv wird
auf (x,v) abgebildet.

Das niitzliche an dieser Definition ist, dass es sich (im Gegensatz zur Defn. vorher)
leicht zu Mannig. iibetragen léasst.

Definition 3.6 Sei M eine diff. Mannig. Fiir o : (—=0,6) — M, v: (—a,a) — M C*
Kurven, schreiben wir o ~ 7 falls (0) = v(0) und (¢ o 0)'(0) = (¢ o v)'(0) fir eine
beliebige Karte ¢ : U — V mit v(0) = 0(0) € U. 1T,M = {[y]|7(0) = p}. 1T, M ist ein
Vektorraum tber R mit +, - definiert durch:

aly] = [p " (a(p oy — d(p) + ¢(P))](=c0)]
o] + [7] =0 (poo+doy— o) ee)]
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(3.5)

wobei € ist klein genug (so dass die Kurven wohldefiniert sind). \TM = Upep1T,M,
71 TM — M ist m(x) = p falls v € \T,M.

Bemerkung 3.7 Um zu zeigen, dass die Definitionen wohl definiert sind, miissen wir
folgendes zeigen

e Die Aquivbeenzklassen in \T,M hingen nicht von der wahl der Karte ab. (sonst
muss es 1,41,M heissen),

o ~ st ein Aquivalenzrelation,

e + und - hdngen nicht von der wahl der Karte ab (sonst muss es o+ und 4
heissen),

e plus und - machen T,M zu einem Vektorraum.

Zur (i):
Sei¢p: U — V,¢: W — X karten mit (¢poc)(0) = (¢07)(0), o(0) = v(0), dann gilt:
(Woo)(0) =(o(g) " opoa)(0)
kettenregel = D( o(p)” 1)\(¢oo 0) (po0)(0)
D(¢o(¢)” 1)|(¢oa)<0)(¢07)’(0)
kettenregel = ( 7)'(0) (3.6)
Zur (ii):
klar

Zur (iii): z.b. r[o] = [y4] wobei, v, = ¢ (r(poo —d(p)) + & (p)), d.h. y4(t) = ¢ (r(po
o(t) — o(p)) + o(p)).

O oy d(poo)

5 (0) =D r=m 5 (0) (3.7)
= rDw o) 2220 ) (3.8)
Yoo
=; 50 (3.9)
N
:a—;”(()) (3.10)
(3.11)

[o] + [7] = [ns], wobei ny = ¢~ (poo+ doy— ¢(p)). Es gilt dann:

PN 0) =D oo ) (DOI(0) + DO (0) 312
Jdo 0y
8 = Dy5(0) + Di(0). (3.13)
Yon
== ¢(0) (3.14)
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Zur (iv): Wir wissen, dass [] ist koordinaten Unabhéngig. D.h. 0.B.d.A ¢(p) = 0 (sonst
wéhle ¢ = ¢ — ¢(p). z.b.

r(l([o])) = r(lo~ (U(¢ 0 0))]) = r[]
wobei 7 = ¢ (I(¢po0)), d.h. v(t) = ¢~ (I(¢p 0 5(t))). Dies bedeutet,

r(l([o])) =l =67 (r(¢ o)) = [¢7' (ri(d 0 a(1)))].

—

Also,

Z.b.

=[¢p " (poo+doy— o) + ]
=0 (poo+ oy —o(p)+dovy— ()
o] + ([e] + [7])-

(3.15)

Definition 3.8 Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, und f € CY(M,N).
Das differential von f ist die Abbildung, Df : TM — (TN, die so definiert
wird: Fir [c] € T,M ist Df([c]) := Df(p)([c]) wobei, Df(p) : 1T,M — 1Ty N ist
Df(p)([c]) := [f o ¢|. Man sagt: Df bildet ‘lings f  ab, das heifst: bezeichnet mys -
1TM — M bzw. w : TN — N die kanonische Projektion, so gilt: my o Df = f omyy.
Andere tbliche Bezeichnungen fir das Differential in p sind f.(p) oder T,f. Das Bild
von X € {T,M unter der Abbildung D f(p) schreiben wir manchmal mit, manchmal
ohne klammern: D f(p)(X) oder Df(p)X.

Satz 3.9 Seien M, N, P diff. Mannigfaltigkeiten. Ist k € NU1 (k #0) f € C*(M, N)
und g € C*(N,P) so folgt go f € C¥(M,P) und es gilt: D(go f) = Dgo Df, und
D(g o f)(p) = Dyg(f(p)) o Df(p), fiir alle p € M.

Beweis: go f € C*(M, P) wurde bereits in 777 gezeigt. Jetzt, steze man der Definition
von D ein:

D(go f)([c]) =]go foc]=[go(foc)]=Dg[foc]=DgoDflc|.

O.
Bemerkung In die Definitionen 3.6 und 3.9 kénnen wir Problemloss mit C! Kurven
und Abbildungen (Statt C*>° Kurven und Abbildungen arbeiten).

Definition 3.10 Seien ¢ : U — V eine Karte auf eine Mannigfaltigkeit M™ mit p € U.
Seien die Koordinaten Kurven éfyp : (—e,€) — M durch d’,-’yp(t) = ¢ Yo(p) +
te;) firi e {1,...,n}. [ ¢i7p] heissen Koordinaten-Vektoren (Bemerkung: ¢Z-7p
sind wohl definiert fiir € klein genug).

Lemma 3.11 | ¢17p],...,[ *y(p)] st eine Basis fiir (T,M. Insbesondere gilt
1I,M =R" (isomorph als Vektorrdume)
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Beweis: Sei ¢ : U — V eine Karte mit p € U und ¢(p) = 0. Definiere J = Jﬁg :
1I,M — R™ durch J([7]) = (¢ 0 v)'(0) (J hingt von ¢ und p ab, aber ¢, p sind fest).
Klar ist: (sieche Defn. 3.6).J ist wohldefiniert. Es gilt auch, dass J linear ist.

J(ala] +[8]) = J (¢~ (apoa+ o B)) = (apoa+doB)(0) =al(a]) + J([A]).

Injektiv ist sie auch:J([a]) = J([ be]) impliziert, dass (¢ o a)'(0) = (¢ o 3)'(0) und
a(0) = B(0) = p. Das impliziert (Defn. 3.6) [o] = [f]. Wieterhin gilt: J(] ¢i’yp]) =
(¢ o <f>ﬂp),(0) = W = e;. Also, J ist surjektiv, und {] ¢1”yp],...,[ ¢nfyp]} ist
eine Basis fiir 17,M. O.

Anwesenheitsiibung: Sei J([o]) = J([y]), mit [0], [y] € 1T,M. Dann gilt: (¢ o v)'(0) =
(¢ 00)'(0) und o(0) = ~(0), also [y] = [o] per Definition. [J.

Diese Definition von T, M ist einfach aber nicht so praktisch und umgéinglich wie fol-
genden:

Definition 3.12 Sei M glatt, p € M

Crl)  =A{flf:Us—=Rist C* und p € Us, Uy offen in M} (3.16)
Critp) = {1~} (3.17)
(3.18)

wobei frpg falls f :p e Up — R g:pe U, — R und es existiert U C Uy N U, mit
QJU = f‘U~
C3t(p) ist dann ein Algebra dber R mit off] + Blg] := [(af + B9)|v;nv,] und [f]lg] =
[f9lu,nu,]-

Definition 3.13 v : C3(p) — R ist ein Derivation in p falls

o lincaritit: v(alf] + Blg]) = av((f]) + Bu(lg)) fir alle [f].[g] € C37(p) @, 8 € R.
o Leibnizregel v([f] - [9]) = v([f])g(p) + f(p)o([g)) fiir alle [f],[g] € C37(p)

Der Tangentialraum oT,M von M in p ist die Menge von v, wobei v ein Derivation in
p ist.

Bemerkung 3.14 Falls v ein Derivation in p ist, und f : Ur — R, f € Cy(p), dann
mit v(f) meinen wir v([f]). Auf diese Weise bekommt man eine Abbildung v : C53(p) —
R (die wir auch mit v bezeichnen).

Lemma 3.15 Sei f € C*(U,R) wobei U ein konvexes Gebiet in R™ ist, und a € U.

Dann ezistieren gy, ..., g, € C°(U,R) so dass: g;(a) = %Ll i=1,...,n und

fl@) = fla)+ > gi(x)(=' —a’)
fir allei=1,...,n.
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Beweis:

f(x) — fla) + / Nlattle =)y,

= f(a) +/0 Z_l:(xZ — ai)gi (a+t(x —a))dt

(3.19)

Definiere g;(z) = 01 %(a +t(x — a))dt O.

Definition 3.16 Se: pJLQ . 1TpM — QTpM

K = 229,

fir alle [f] € é]?j(p)

J ist wohl definiert: Sei ¢ : U — V' eine Karte mit p € U, und sei [c] = [a] € 17,M und
[f] =lg] € C53(p). Dann gilt:

U2 _ p(roty®e2e
= D(goo )220
B d(goa)
=== (3.20)

Lemma 3.17 P.J, 5 : \T,M — T, M 1ist ein Vektorraumisomorphismus.

Linearitét: Einfach. Injektivitdt: Sei PJys([a]) = PJi2([8]), [a], [0] € 1T,M, und sei
Y : U — ¥(U) eine Karte, mit p € U. Es gilt:?J; o([a])(¥") = PJ1o([B])(¢") fiir alle
ie{l,...,n}. D.h

d'oa), =~ dY'of
—g 0 =——7—00)

welche 1o 0)
o (0)=——(0)

impliziert. D.h. [a] = [3].

Surjektivitit. ¢ : U — (U) sei eine Karte, mit p € U. Seien *FE;(p) = Jyo(] ¢mp])
(i € {1,...,n}). Zuerst Zeigen wir, dass X (k.) = 0 fur alle X € 2T, M fiir alle c € R
(hier ist k. : M — R k,(x) = ¢ die Konstante Funktion). Es gilt X (k1) = X ((k)?) =
1-X (k) +1-X(k1) = 2X(k1), und das impliziert, dass X(k;) = 0 (hier wurde der
Leibnizregel benutzt). Fiir f € C39(p), definiere f = f o ¢~!. Das Lemma von vorher
impliziert, dass f(z) = f(a) + S.r_, gi(z)(z' — a’) wobei a = ¢(p). Fiir X € ,T,M
definiere X € 2T,(¢(U)) durch X([I]) = X([l o ¢]) fiir alle [I] € é’;fU)(a). Ist ein
wohldefinierte Derivation. Es gilt:

X(/) = X(/)
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=1
=0+ gi(a)X(Id)+0
=1
N
. Za 3 a

=1

(v = X(Id"))h #ngt nicht von f ab)
= (> "Em)(f)
321)
und das impliziert, dass ?.J; 5 ist surjektive, mit Basis “E, (p), ..., d)En(p)

Definition 3.18 Sei f : M — N C*. Die Abbildung Df(p)(X) : yT,M — 3TN
Df(p)(X)(lg]) = X(lg o f]) erfilit

D)) h2([e) =P T D(f) (p)([e))-
Aus diesem Griind, nennen wir die Abbildung Df auch Df.

D(f) ()" r2([e))([1]) =P a([c)[lo f])
_ dlo foc 0

= (0). (3.22)

Es gilt auch:

10,7, (D@D 1) = 7P To([f o ) (1) =

. Also gleich.

~_dlofoc

5 (0. (323)

Definition 3.19 Die °E;(p) gerade definiert ( °Ei(p)([f]) = pJia([; “7p)) werden

mit * 8‘;’;,. bezeichnet. Die heiffen die von ¢ erzeugten Koordinaten-Vektoren.

Manchmal wird ¢ weggelassen, aber damit wird eine Karte (implizit oder explizit) fest-
gelegt. { ¢%(p), . ¢a%(p)} ist eine Basis fir ;T,M (siehe Beweis von Lemma

3.17). Die erfiillen ¢8(Zi (p)([f]) = Wg—fi_lw(p) fir alle [f] € C'J?j(p)

Die letzte Gleichheit wurde in dem Beweis von 77 benutzt. Wir zeigen es hier nochmal
eXphZIt (J = pJLQ)
@ 0 @
JG w)([f]) = (defn. von J)a(f o Yp)li=0
0 _
= (defn. von ; “5,) 2 (f 0 (67 (6(p) + te)) o
Ifoo™)
— —(‘3xi |¢(p) (3.24)

wie erwiinscht.
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Lemma 3.20 Sei¢p:U — Vo : W — Z zwei Karten mitp € UNW C M™, wobeiM™
eine diff. Mannig. ist. Dann gilt:

v 0 =0 oY) s D
Definition 3.21 X : M — 2T M ist ein Vektorfeld falls X (p) € 2T,M fiir alle p € M
(d.h. 7 :3TM — M erfillt (X (p)) = p). X ist ein C* vektorfeld falls fiir jede x € M
es ezistiert eine Karte ¢ : U — ¢(U) mit x € U und die Koordinatendarstellung

X@) =Y X)),

erfillt XU — R st C* fiir alle i = 1,...,n Ein lokales C* Vektorfeld X : V —
oT'M (V' offen) erfillt m1(X(p) = p fir alle p € V und fiir jede x € M es ezistiert eine
Karte ¢ : U — ¢(U) mit x € U und die Koordinatendarstellung

X@) =Y ‘X)),

erfilll X' :UNV — R ist C* firallei=1,...,n.
Bemerkung

Von dem Lemma vorher, folgende Aussagen sind dquivalent

e es existiert eine Karte ¢ : U — ¢(U) mit € U und die Koordinatendarstellung

X@)=Y ‘X))

i=1

erfilllt. “X': U — R ist C* fiir alle i = 1,....n

e fiir alle Karten ¢ : U — ¢(U) mit z € U, die Koordinatendarstellung

X =Y X L

erfillt ‘X :U — Rist C*firallei=1,...,n

Lemma 3.22 Der Vektorrraum oT,M ist isomorph zuT,M = {v : C*°(M) — R wobei
v linear ist, und die Leibniz Regel erfiillt: v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f)}.

Definiere J : oT,M — T,M durch J(v)(f) = v([f]). Die Inverse ist K (w)([f]) = w(nf),
wobei 7 eine Abschneide Funktion ist, mit nf € C>°(M,R).

Bemerkung Fiir ein v € 37,M ist immer auf diese Weise ein vektor in 7, M zugeord-
net, denn wir auch mit v bezeichnen v(f) = v([f]).

Wir benutzen fast ausschlieslich jetzt nur diese Defn. , obwohl alle drei Definition
Isomorph zueinander und zuléssig sind.

Wir fassen zusammen, und machen einige Definitionen:
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Definition 3.23 o Seic: (—a,a) — M C'. Mit d(to) oder %(ty) meinen wir
C,<t0> € TpM,

() = 22 )
o { 4’%(}7), ce 4)%(}))} ist eine Basis fir T,M mit
2 =22 ) )

(hier ist ¢ : U — ¢(U) eine beliebige Karte mit p € U.

[ ] TM - UpGMTpM

e Das differential von einer C!' Abbildung f : M — N st die Abbildung,
Df :TM — TN, die so definiert wird: Fir v € T,M ist Df(v) := Df(p)(v) €

Tty N wobei, Df(p) : T,M — Ty N ist durch Df(p)(v)(l) == v(l o f) fir alle
[ € C*(N) definiert.

o CF vektorfelder werden genau wie in Definition 3.21 definiert (nach ersetzen von
oT'M durch TM ).

o Lemma 3.20 gilt auch auf T,M.

Wir mochten T'M als Mannigfaltigkeit schreiben. Um das zu machen, definieren wir
zuerst die Karten (mit Hilfe diesen Karten, werden wir die Topologie definieren).

Definition 3.24 Fir ¢ : U — ¢(U) eine Karte auf M, definiere

¢: U =UpeyT,M — R*™,
durch
L 0
6Q_a' o) = (6p)a'. . a").

i=1
Wir priifen einige Eigenschaften von ¢ nach.
e 4:U — ¢(U) = ¢(U) x R™ ist Bijektiv, und ¢(U) ist offen.

Surjektiv: Fiir (r,a) € ¢(U) x R™ sei y mit ¢(y) = r. Sei X =3 1" a' ? 2 (y).
Dann gilt ¢(X) = (r, a). Injektiv: Folgt, da ¢ : U — ¢(U) injektiv ist.

Usr—gu)eal = TM
(hier ist A der Atlas auf M).

SO NV)=¢(UNV) xR

ist offen.
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ol p(VNU) xR — ¢(VNU) x R

ist O
ol ) =dd W)
o 2T ) ) D)
(O YA TR il 1)
(3.25) - -
ist C'*°.

Satz 3.25 Sei M" eine n-dim diff. Mannig. T'M st eine 2n dim. diff. Mannig. mit
der natirliche Topologie durch die Karten ¢ und Satz 1.39 gegeben. m : TM — M st
dann C* da ©(U) =U und ¢ owo ¢ (x,a) = x ist dann C°.

Definition 3.26 Die standard Basisvektoren in T,U fir U C R™ sind e1(y), . .., en(y)
mit e;(y)(f) = azz( ) fir f € C*(U,R). Sei a,z € R". Mit a|, € T,U oder a € T,U
(wenn es klar ist was x ist) meinen wir der Vektor al, =Y i, a'e;(z).

Lemma 3.27 Fir eine Karte ¢ : U — ¢(U) auf eine n-dim. diff. Mannig. M™ gilt:

D6,

D(¢™)(y)(ei(y)) =

wobei hier e;(x) die Standard Basisvektoren in T, (U) sind. Insbesondere, gilt:

D)) aly) = Zaz * 067,

Dow)(> " () = alugy

=1

o(v) = (6(p), (T o D (p))(v))
fiirve T,M C U, wobei T : TR® — R" ist T'(a|,) = a (ist C*)) und

¢ (y,a) = Do~ (y)(aly) = Do~ (y) 0 S(y,a)),

wobei S : R™ x R" — TR" ist S(y,a) = a

Y-

32



Bemerkung: dass 7" und S C* sind, folgt direkt von der Defn. von TR"™ und

C* Vektorfelder. Beweis: D(¢71)(y)(ei(y))(h) = ei(y)(h o ¢71) = (defn. von e;(y))

ahgfi_l(y) =(defn. von "2 (p)) ¢%(¢*1(y))(h) fur alle h € C°(M,R) Also,
~(y)) wie erwiinscht. Weiterhin gilt:

D M) (ei(y) = 5= (¢
agpy = Do(p )OD¢ (¢( ))(% »)

= D¢(p Z a (3.26)
wie erwiinscht. Es gilt dann
_ n B,
o (y,a) = Z_; a'i oy (o' (y))
= D¢~ (y)(aly). (3.27)

Weiterhin gilt fiir v € T,M,

B0 =83 v L) = (0), ) = (6). T o D(p)r),

i=1
wobei ‘veRMist ‘v={( “v',..., “u").
Korollar 3.28 Seien M™, N" diff. Mannig. Ist f € C*(M,N) mit k > 1, so ist
Df € C*Y(TM,TN).

Beweis Seien ¢ : U — ¢(U) bzw. ¢ : V — (V) Karten von M bzw. N mit f(U) C V.
Df(U =} (U)) C (V = my'(V)) (Defn. von Df und Tatsache, dass ¢(U) C V ))
und fiir z € ¢(U) und @ € R™ gilt: o Df o ¢! = $(U) x R™ — (V) x R™ (nicht
unbedingt surjektiv) ist

voDfod  y.a) =1voDf(¢ " (y)De (aly)
(hier wurde Lemma 3.27 benutzt )
(benutze hier Kettenregel fiir D) = ¢(D(f o o N (y)(al,))
( benutze die Defn. von 1

= (Yo fod (y),ToDy(¢ (y)((Df o
=(@Wofo¢ (y),ToD(ofo ﬁfl)(y)(%))
=@Wofod (y),ToD(Wofod )(y)oS(y,a))
=Wofod ' (y),DWofod )(y)la))

ist C* ! da es C’k*} in allen KomponenteP ist, wobei hier D die Standard Abletiung
von R™ zu R ist Df(x)(a) = (X0, a'(4) (@), ..., S0, ai(4) ().

4 Untermannigfaltigkeiten, Immersionen und Ein-
bettungen

Definition 4.1 Fiir eine C* Abbildung h : M — N (k > 1) sagen wir:

33



p € M st requlirer (bzw. singulire) Punkt von h if f Dh(p) ist (bez. ist nicht)
surjektiv

q € N st singulirer Wert von h iff es existiert ein p € h™'({q}), so dass p ist
ein singuldrer Punkt von h ist.

q € N ist ein requldrer Wert von h iff q ist nicht ein singuldrer Wert von h

h ist eine Immersion <= Dh(p) injektiv fir alle p € M (impliziert, dass
dim(M) < dim(N)).

h ist ein Submersion <= Dh(p) surjektiv fir alle p € M (impliziert, dass
dim(M) > dim(N) ).

h ist eine Einbettung <= h ist eine Immersion und h : M — h(M) ein Homeo-
morphismus ist (hier , h(M) C N ist mit der Induzierten Topologie versehen,).

Bemerkung 4.2 Wir benutzen dfters folgendes: Sei F': U C R™ — R", und x,a € R™
dann ist

DF(z)(a;) = Z a'DF(x)(e;(x))
=> > %I; (x)er(F(x)) (4.29)
i=1 k=1
da, k
DF(e;(x))(Id") = ei(x)(Id" o F) = e;(a)(F") = aa]; (z).

Beispiel 4.3 Fir f : U C R" — R ist F = graph(f) : U — R"" durch F(z) =
(z, f(z)) definiert. Wenn f C' ist, dann ist F eine Einbettung.

DF@)(els) =3 T @)en(F (@)

= Y derlF) + o ()enn@)

= e(F@) + L (@)ennn(a) (4.30)

also injektiv. F' selber ist injektiv: (x, f(x)) = (y, f(y)) impliziert, dass © = y. F
ist stetig. Trivial. F'~1 ist stetig?: F(z;) — F(x) impliziert (x;, f(z;)) — (z, f(x))
impliziert z; — x. Also F~! ist stetig. Also, F ist eine Einbettung.
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Beispiel 4.4 F: R" - R", F(x) =2A+b, A=(A);;icl,....omjel, . ..n
F(l‘l,...,fl}'m) = (.Z'lAll,,.fEZAln)—F(bl,,bn)

DF(x)(a|x) = (aiAih s 7aZAzn)|F(:r)
Also, DF(x) injektiv genau dann, wenn A ist Injektiv genau dann, wenn F :: R™ — R"
ist injektiv. Also, DF (x) injektiv impliziert F :: R™ — R" ist injektiv und DF(y) ist
ingektiv fir alle y € R™. In dem Fall gilt:

o F'ist stetig,
o [ st injektiv,

o 7. F(R™) — R™ ust stetig: F(x;) — F(x) impliziert x;A — xA impliziert,
(x; — )A — 0 impliziert z; — x — 0, da A injektiv ist.

Also, F ist in dem Full eine Finbettung.

Beispiel 4.5 Achterknoten.

F :(0,2m) — R? ist ein Achterkonoten mit F(w) = (0,0), F injektiv, Immersion aber
keine Einbettung, da F~' nicht stetig ist. ¢; :== (2cos(t; — §),sin2(t;— %)) t; > 0t; — 0
sind Punkte in F((0,27)). Es gilt ¢; — (0,0). Aber F~(¢;) =t; — 0 # F~1(0,0) = 7.

Also, F~1 ist nicht stetig.

Bemerkung: Identifikation von R" mit T,R" Sei a,z € R™, F : U C R™ —
R", U offen. Letzesmal (Bemerkung 4.2 haben wir gesehen, dass DF(z)(al,) =
(DF(x)(a))|pe) wobei, DF(x)(a) die Ableitung von F in x angewandt auf a ist:

R "L OF! =~ OF"
DF(x)(a) = (3 5 —a',.. Y
1 (2

1=

Man lidsst das dach weg, obwohl strenggenommen, die andere Abbildungen sind.
DF(x)(alz) = (DF(x)(a))|r@)-

Definition 4.6 Sei F': M™ — N™ C'. Der Rang von F in p ist der Rang der Matriz

(WO@#)@@))J e{l,... nyie{l,.. m}

fiir beliebige Karten ¢ : U — ¢(U), ¢ : V — (V) mit F(U) C V.

Lemma 4.7 1. Der Rang von F in p ist wohl definiert (hdangt nicht von den wahl
von Karten ab).

2. Sei U offen. Falls F Rang k in y fir alley € U,und F C" ist (1 > 1) dann gibt
es Ct Karten ¢ : U — ¢(U), ¢ : V — p(V), mit F(U) CV, so dass

YpoFo¢ Nzt . x™) = (2',...,2"0,...,0)
fiir alle x € ¢(U).
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3. Man kann die Karten so wihlen, so dass ¢(U) = C™(0) und (V) = C?(0),

T S

wobei CL(0) = {z € R™||2f| < r, fir allei=1,...,1}.

Beweis Idee:

Sei¢p: U — ¢(U) CR* und ¢p : V — (V) C R™ mit F(U) CV.Sei F =toFog¢:
$(U) € R™ — (V) C R". Der Rang der Jacobiimatrix von F ist k. Das Prolem ist
jetzt ein Problem in R™. Man beweist der existenz von Diffeos (mit Hilfe der Umkehr
Satz von Anall) f : U C ¢(U) — U C R™und g : V C (V) — V C R”, so dass
go Foh™ die gewiinschte Form hat. Dann benutzt man, dass g o 1) und h o ¢ auch
Koordinaten sind. Beweis von 4.7: O.b.d Aist 0 e U C R™ und F(0) =0€ V C R"”
(sonst betrachte F(-) = F(- + a) — F(a)). und, so dass det (partiF’z); ;(p),i,j €
1,...,k # 0 fiir alle p € U (nach neu orndung von z',... 2™ und F'(z),... F"(x))).
Wir schreiben F(z,y) = (A(z,y), B(x,y)) fir (z,y) € U,x € R*y € R™* wobei
A:U — RF A(x,y) = (FX(x,y),...,F¥(x,y)) ist, und B : U — R"* B(x,y) =
(F* (2, y),..., F"(x,y)) ist.

Definiere ¢ : U — R™ durch ¢(z,y) = (A(x,y),y). Dann ist: D¢(0,0) =

; 0A!
0A"
Oz (07 0) 8_313(0’ O)
0 Lo & (4.31)

wobei hier ¢ ist die reihe, j die spalte. Also 24:(0,0) ist eine k(Reihen) x k (Spalten)
Matrix g—:};(0,0) ist eine k(Reihen) x m — k (Spalten) Matrix (i € {1,...,k},j €
{1,...,m — k}) Also insgesamt: mxm Matrix. Aber, (92-(0,0)));; = %U(p) i,j €
1,...,k. Also det D¢ # 0. Es eixtsiert eine off. Umgebung 0 € U, C Rm,so dass
Bl : Up — ¢(Up) bijektiv ist, mit einer C! Inverse ¢~ : ¢(Uy) — Uy :Satz iiber Inverse
Funktion, Anall. Durch verkleinen, kénnen wir annehmen, dass ¢(Uy) = C*(0) fiir ein
e >0 (da ¢(0,0) =0 € ¢(Up)).

Behauptung: F o ¢~ !(x,y) = (v, R(x,y)) fiir eine C! Funktion R : C™(0) — R™*

(z,y) = ¢(¢ (2, 9)) = (A(¢™"(z,9)), 67" (z,9)),
impliziert, dass (Defn. of F' zuerst)

Fo¢ Hz,y) = (Ao¢ (x,y),Bo¢ '(z,y)
z, R(z,y)) (4.32)

—

wobei R = Bo ¢t :C™(0) — R"*. Jetzt rechnet man nach, dass D(F o ¢~ (z,y) =

Iy, 0

O (z,y),

i

oy (z,y) (4.33)

wobei wieder i ist reihe, 7 Spalte. Also: n — k x k und n — k x m — k Matrizen unten
Insgesamt: n(Reihen) x m (Spalten)
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Aber ¢~ ist ein Diffeo, also DF o ¢! = DF - D¢~! hat die gleiche Rang wie DF,
das heisst Rang k (da D¢~ ! bijektiv ist). Aber die erste k Spalten sind LU, also,

gTR;(x,y) = 0in C(0) (sonst ist Rang nicht k).D.h. R(z,y) = R(z,0) fiir alle (z,y) €
C™(0). Definiere S : C*(0) = s (C™(0)) — V durch S(x) = R(z,0): wohldefiniert,

da (z,0) € C™(0) falls z € C¥(0). Dann gilt R(z,y) = R(z,0) = S(z) fiir alle (z,y) €
C™(0). D.h. F = Fog~' : C™(0) — V, erfiillt F'(z,y) = (x,S(z)). Von Aufgabe 2. neues
Blatt (“Abflachung von Graphen”): Es existieren offene Mengen 0 € V C V' und eine
C! bijektive Abbildung v : Vo — (Vo) mit ¢(z, S(x)) = (z,0) fiir alle (z, (S(z)) €
Vo. Durch verkleinern, kénnen wir annehmen, dass (V) = C§(0). Durch nochmal
verkleinern von C*(0) zu C¥(0), bekommen wir F(C¥(0)) C 1~1(C%(0)) (Stetigkeit von
F). Dann gilt: 1o F' : C*(0) — C#(0) ist wohl definiert, und erfiillt ¢ o F'(z,y) = (z,0)
fir alle (z,y) € C(0) wie erwiinscht. [J

Lemma 4.8 Seir F': M™ — N™ eine Immersion. Dann existiert U C M Uof fen so
dass, F|y : U — N™ eine Einbettung ist.

Beweis:
Wir zeigen zuerst: F' hat Rang m in p fiir alle p € M, da F' eine Immersion ist. Sei
¢:U—oU),y:V —=1(V)mit F(U) CV.SeiaeR™ a#0,und z = ¢(p) € ¢p(U).
Dann ist al, € T,¢(U), al, # 0.
Sei v € T,M, v = D¢ '(z)(al,) # 0. Dann gilt: 0 # DF(p)(v) = DF(p)(D¢ '(x) o
D¢p)(v)) (hier ist z = ¢(p)) impliziert DF(p)(v) = DF(p)D¢~*(z)(al,) # 0 impliziert
D(F o ¢ Y)(a|,) # 0 impliziert Dy (F (p))D(F o ¢~ ')(al,) # 0 impliziert D(1) o F o
¢ Y(al,) # 0. Aber, f = poFog¢™ : ¢(U) C R™ — R" und so Df(z)(al,) =
(Df(x)(a)) f(z) Wobei Df das Joacobimatrix ist. (UA). Aus diesem Grund werden wir
D auch mit D bezeichnen. Es soll von Zusammenhang klar sein, welche gemeint ist.
Also, Df(z)(a) # 0, fiir alle a # 0 € R™ welche impliziert, dass D f(z) Rang m hat,
welche impliziert, dass F' Rang m hat (defn. von “Rang von F'in p”) in p fiir allep € M.
Von dem Lemma 4.7, es existiern ¢ : U — C™(0), ¢ : V. — C?(0) mit F(U) C V,
und o Fogt(xt,... a™) = (x',...,2™ 0,...,0). Insbesondere, ist diese Abbildung
bijektiv auf seinem Bild. Das impliziert, dass F': U — F(U) ist bijektiv. F € C*(U,V)
klar (von der koordinaten Darstellung), insbesondere, ist F': U — F(U) stetig
FY{VNF(U))=FYV) ist offen fiir V offen. Ist F'~! stetig?Wir miissen zeigen, dass
F(W) ist offen, fiir offene W C U. W C U offen in U impliziert, dass W ist offen in
M. Sei W = ¢(W) (ist offen in C™(0)). Dann gilt:
YoFo¢ ' (W)=W x {0}
wobei 0 = (0,...,0) € R*™. Aber dann gilt:
YoFog¢ ' (W) =W x{0}

=W x C27™0) N o Fo g™ (C(0))

=W x C"™(0) N o F(U). (4.34)
Aber dann ist, o F(W) = o Fo¢ (W) = XN (Yo F)(U), wobei X = W x C*~™(0)

offen in C™(0) ist. Insbesondere: F(W) = ¢~1(X) N F(U), wobei X offen in N ist.
Also,F(W) ist offen in F(U) beziiglich der induzierten Topologige von N. .

0)
0)
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Definition 4.9 Sei M™ eine diff. Mannig. Fine Teilmenge N C M heifit n-dim.
differenzierbare (C*°)-Untermannigfaltigkeit von M falls fir alle p € N eine
C>™ Karte ¢ :p € U — ¢(U) =V existiert mit (N NU) =V N (R" x {0}) € R™. Sei
b (NNU) = V,o(p) = mre(d(p)), wobei mgn : R" x R™" — R"™ Projektion in den
ertsen n-variabeln ist. Die Menge solche ¢ : NNU — V bilden ein C™ n-dimensionaler
Atlas fiir N (mit der von M induzierten Topologie).

Die letzte Aussage sieht man wie folgt. ¢ ist bijektiv: Sei p,q € NN U und ¢(p) =

gg(q).Dann gilt mga (@ (p), ..., 9" (p),0,...,0) = 7Ra(d*(q),...,8"(¢),0,...,0) impli-
ziert ¢(p) = ¢(q) impliziert p = ¢ (da ¢ Koordinaten sind).

o7 (W) ={z e NNU|g(x)(= man(g(x))) € W}

={z e NnU|(¢'(x),...,¢"(z)) € W}
={r e NNU|p(r) € W x R"}

='W xR"™NoU)NNNU (4.35)

da, (¢"*H(z),...,¢™(x)) =0 fir x € NNU. Ist offen in N N U wie erwiinscht. Sei B
offen in U.

HBON) = mae(6(B) N 6(UNN))
— T (6(B)) N 70 (B(U O )
(6(B)) N e (V 1 (R x {0})
(6(B)) N mae(V N R™) (4.36)

ist offen, da 7~ : R™ — R™ offen ist. Schliesslich,

Yodp l=mpnohod oG
, wobei G : R" — R™ G(x) = (x,0) ist. Dies ist die Verkettung von C'* Funktionen,
also selber C'* ist

Bemerkung Die Defn. kann man genau sogut fiir C* statt C* machen: Eine Teilmenge
N C M heiit n-dim. differenzierbare C'-Untermannigfaltigkeit von N [ > 0
falls fiir alle ' p € N eine C'Karte ¢ : p € U — ¢(U) =V existiert mit (N NU) =
VN (R x {0}) C R™. wobei V offen in R™ ist. Sei ¢ : (NNU) — V, d(p) = mgn(6(p)),
wobei 7gn @ R™ x R™™" — R™ Projektion in den ertsen nm-variabeln ist. Die Menge

solche ¢ N NU — V bilden ein C' n-dimensionaler Atlas fiir N (mit der von M
induzierten Topologie).

Satz 4.10 Sei F' : M™ — N" eine C' | > 1 Einbettung, Dann ist F(M™) eine
m—dimensionale C' Untermannigfaltigkeit von N™.

Beweis: Beweist man mit Hilfen den Spezialkoordinaten 4.7.

Satz 4.11 Sei F': M™ — N" eine injektive Immersion, M kompakt. Dann gilt: F' ist
eine Einbettung.
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Bevor wir das beweisen, brauchen wir folgende Hilfslemma:

Lemma 4.12 Sei X, Y topologische Riume.
e (G C X abgeschlossen, X Kompakt. Dann ist G kompakt.

o F: X =Y stetig ist, und K C X Kompakt, dann ist F(K) Kompakt in F(X)
(hier ist F'(X) mit der induzierter Topologie versehen).

e K C X Kompakt, X Hausdorff, dann ist K abgeschlossen.

Beweis: UA 1. Sei {U,}aea eine Uberdeckung von G. Dann ist {U,}aea U G¢ eine
Uberdeckung von K, welche impliziert, dass es existiert eine endliche Uberdeckung
{Uays -y Uay, G} oder {Us,, ..., Uay} von K impliziert, dass {U,,, ..., U, } ist eine
Uberdecukung von G.

2. Sei {Uy N F(K)Yaen eine offene Uberdeckung von F(K) ( U, offen in
X). Dann ist F~YU,)aen ecine Uberdeckung von K. . K Kompakt, im-
pl. , dass F'U,),...,F ' (U,,) eine iiberdeckung von K ist. Dann ist
F(FY(Uy),..., F(F " (Usy)) = Usy N F(K), ..., Uy N F(K) eine Uberdeckung von
F(K). Impliziert

3.

K kompakt, sei x € X\ K fixiert. Fiir y € K existiert es Uy, V, offene Umg. von = bzw.
y mit U, NV, =0, da X Hausdorff ist (z fixiert). Dann ist {U,},ex eine tiberdeckung
von K. Impliziert, Uy,,...,U,, eine iiberdeckung von K. Sei U = U,, U ... U U,,
(offen). Definier V =V, N...NV,, (offen). VN U = 0. Impliziert, dass V N K = .
x €V C X\K also, X\K offen, d.h. K abgeschlossen. [J

Jetzt zum Beweis von 4.11. Sei G C M abgeschlossen. Das Lemma oben impliziert,
dass G Kompakt ist. Also, F'(G) ist Kompakt in F'(M). N Hausdorff impliziert F'(M)
Hausdorff (z,y € F(M), denn wiéhle U,, U, offene Umgebung in N mit U, N U, = 0,
dann ist (U, N F(M)) N (U, N F(M)) = 0). Also, F(G) abgeschlossen. D.h. F~! :
F(M) — M ist stetig.

Satz 4.13 Sei F': M™ — N™ eine C* Abbildung mit Rang k fir alle p € M™. Fiir
alle ¢ € F(M™) C N™ gilt: F~'({q}) ist eine abgeschlossene, m — k dimensionale
C>-Untermannigfaltigkeit von M™.

Sei A = F~1({q}). A ist abgeschlossen da F stetig, und {q} abgeschlossen.Sei p € A.
Rang Theorem impliziert, dass es existieren Karten x ¢ : U — C*(0), ¢ : V. — C7(0)
mit F(U) € V, undg(p) = 0, ¥(q) = 0, und F = 1o F o ¢ : C™(0) — C™(0) erfiillt
F(zt,...,2™) = (2',...,2%0,...,0). Das impliziert, dass

ANU =F1YqnU

= ¢ (po F ' (q)

=¢ (oo F ' oy™H(0))

= ¢~ ((F)7(0))

= ¢ Hx € C™(0)|2t, ..., 2" = 0}. (4.37)



Definiere ¢ : U — C™(0) durch ¢(z) = (¢*1(2),..., " (2), 0" (2),..., 0" (2)).
Dann ist ¢ auch eine Karte (stetige Inverse ist ¢ '(z!,...,2™) =
L (@™ R (2), 2™ 2, ™ k) st stetig ). Dann ist ¢(A N U) = C™(0) NR™* x 0.
Also, A ist eine m — k dimensionale Untzermannigfaltigkeit.

5 Integral Kurven und Fliisse

Notation: zuerst fithren wir Notation ein:

Definition 5.1 Sei M eine Mannigfaltigkeit. X : M — TM € C*(X(M)) ganu dann,
wenn X ist eine C* Vektorfeld auf M.

Definition 5.2 Sei I C R ein (evtl. uneigentliches) Intervall(l = (a,b) = [a,b) =
(a,b] = [a,b] alles erlaubt). Eine Kurve ¢ : I — M heifit Integralkurve des Vektorfeldes
X : M —TM, falls c € C*(I, M) und falls gilt:
3—; =Xoc (dh%(t) = X (c(t)) fir allet € I). (5.38)
¢ heifit maximale Integralkurve, wenn es keine Integralkurve ¢ : I—M gibt mit 1 é I
und ¢|; = c¢. Eine Kurve ¢ : I — M heifit Losung des Anfangswertproblems fir X zum
Anfangswert p € M, falls

de

dt
Beispiel 5.3 Sei M = R?\{0}, X(z) = ei(z) (Bild.) Fall 1. Sei (z1,y1) € R* mat
vy #0.c: I — R? ¢(t) = (z1,y1) + t(1,0) ist eine Integral Kurve (I beliebig) durch
(z1,y1) und ¢ : R — R? ¢(t) = (z1,y1) + t(1,0) ist eine maximale Integralkurve. fall 2.
Sei (1,0) € R? 21 < 0. ¢c: I — R? ¢(t) = (x1,y1) + t(1,0) ist eine Integral Kurve fiir
I C (=00, —m1) beliebig durch (z1,y1) und c : (—oo, —x1) — R?, ¢(t) = (21, 31) +1(1,0)
i1st eine mazximale Integralkurve.
Fall3. Sei (21,0) € R?, 2y > 0.c: [ — R? ¢(t) = (21, y1)+t(1,0) ist eine Integral Kurve
fiir I C (—xy,00) beliebig durch (x1,y1) und ¢ : (—x1,00) — R2, ¢(t) = (z1,y1) +(1,0)
1st eine mazximale Integralkurve.

X

@)

¢, ¢(0)=np.

Bemerkung 5.4 Wenn I = [a,b) 2.b. und a > —oo, dann ¢ € CY(I, M) bedeutet
c € C'((a,b), M) N C°([a,b), M) und % € C°(((a,b), M) und es existiert ein v € T,M
mit % — v oalst — a. ¢ € C'(la,b), M) %(a) = K heisst, v = K (wobei v gerad

definiert wurde). ¢ € C*([a,b), M) X ein V.Feld auf M, % = Xoc heisst %(t) = Xoc(t)

auf (a,b) und v = X(c(a)) (wobei v ist wie oben definiert).
Wir untersuchen die Situation inR".

Lemma 5.5 Sevc : I — U U C R*, und X : U — TU ein V.Feld auf U mit
X(z) = @), ..., v"(@))|.(= 2, v (x)e;(x)). Dann ist

dc

= (1) = X(c(t))
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genau dann, wenn

()= () (X)) (1) = @ (e(t), ..., ¥ (c(t))) = D(e(t))-

(die erste Gleichung ist eine Gleichheit zwischen Derivationen, die néchste zwischen
Funktionen).

(1) impliziert: (%(t))([d’) = X(c(t)(I Z) (wobei Id' : U—-U, [dz(:c) = z') impliziert,
(Id oc)(t) = (X2, wﬂ(c( ))ei(e(t)))(Id") impliziert (¢*)'(t) = ¥*(¢(t)), wie erwiinscht
(andere Richtung so ahnlich).

Definition 5.6 Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f € CY(M,N).
Das VektorfeldY : N — TN heifit f-verwandt zu dem Vektorfeld X : M — T M, wenn
qilt:

Yof=Df-X (dhY(f(p)=Df(p)X(p) fir allep € M).

Lemma 5.7 Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, und f € C*(M, N).
Das Vektorfeld Y : N — T'N sei f-verwandt zu X : M — TM. Ist dann c: I — M
Integralkurve von X, so ist foc: 1 — N Integralkurve von Y .

BrEwWEIS: (f o c)(t) = Df(c(t)) - ¢(t) = Df(e(t) - (X(c(t)) = Y (f o c(t)). 2

Bemerkung 5.8 Zu gegebenem X und f muss kein f-verwandtes Feld Y existieren,
zum Beispiel kann es Punkte p1o € M geben mit f(p1) = f(p2), aber D f(p1)X(p1) #
Df(p2)X(p2). Bild. Auch: falls ein f-verwandtes Feld Y (zu X ) existiert, ist es nicht
eindeutig bestimmt, es sei denn, f ist surjektiv. Ist f € C*(M, N) aber ein Diffeomor-
phismus, so gibt es genau ein f-verwandtes Feld, ndamlich den pushforward von X
unter f.

Definition 5.9 Sei f € C'(M,N) ein Diffeomorphismus zwischen differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten M und N. Fir ein Vektorfeld X : M — TDM ist das eindeutig
bestimmte, f-verwandte Feld Y : N — TN gegeben durch

Y=Df-(Xof™) (dhY(q):=Df(f(2)X(f (), YgeN)

und  heifit  pushforward f.X wvon X unter f: (fuX)(q) = Y(q =
Df(f~Yq)X(fq)). Fir f € CHY(M,N) und X € CHM,TM) ist f.X in
CH(N, TN).

Sind f € C*(M,N) und g € C'(N, P) diffeomorph, so folgt fiir ein Vektorfeld X :
M — T'M aus der Kettenregel

(9o f)X = D(gof)-(Xo(gof)™") =Dg-((Df-(Xof))og™") = g. (f.X). (5.39)
Lemma 5.10 Sei ¢ : U — V C R", = = ¢(p), eine Karte von M und X : M —

TM ein Vektorfeld mit lokaler Darstellungwoe X = Z?Zl X’ ¢8‘9 Dann ist der
pushforward von X unter ¢ gegeben durch

X =X V=TV, X(y) = (£'W),.-.&" W)y € LV,

(¢
"
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wobei €'(y) = ( "X 0o )(y),....6"y) = ( "X o9 )(y)). ¢ : I — U ist genau
dann Integralkurve von X, wenn v = poc: 1 — V Integralkurve des Vektorfelds & ist,
im Sinne von

V() = (@), (") (1) = (€ (1), " (v(1)) = E(v()),
fir allet € I (diese Gleichung ist eine GDG in R").
BEWwWEIS: Nach Definition des pushforward und Definition 3.19 gilt

e X(y) = Ds@(qb’l( ) - (X ow )(y)
—Z "X 07 (y) Do ) - 5.7 @" W)

= > e ). (5.40)

Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus Lemmata 5.7 und 5.5, wobei fiir die
Riickrichtung benutzt wird, dass X = (o), (p.X) = (¢ ).X nach (5.39).

O
Die Gleichung (5.38) fiir Integralkurven ist also lokal ein autonomes System von n
gewoOhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Die relevante Theorie im R™ lie-
fert in Verbindung mit Lemma 5.10 folgende Aussagen zur Eindeutigkeit, Existenz und
differenzierbaren Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert:

Satz 5.11 Sei X € CY(X(M)). Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Sind ¢y : Iy — M Integralkurven von X mit c1(tg) = colto) fir ein ty € I N Iy,
so qilt ¢y = co auf Iy N Iy und die zusammengesetzte Kurve

C1 (t) fUTt € Il

c:huh—=M, C(t):{c (t) firtel
2 2

1st wieder eine Integralkurve von X.

(ii) Zup € M gibt es eine offene Umgebung U, und ein 6, > 0, so dass, fir alle
q € U, gilt: das Anfangswertproblem ¢ = X o ¢, ¢(0) = q hat eine Lisung ¢, :
(=0p, 0p) = M

(iii) Ist X € CMX(M)) fir ein k € NU {oo}, und U,,d,,p wie oben, so ist die
Abbildung ® : U, x (—6,,8,) — M, ®(q,t) = c,(t), von der Klasse C*.

Bemerkung Hier sind [y, I Intervalle. Wir gehen davon aus, dass °/; nicht leer sind:
Fiir z.b. I = [a, a], machen die Aussagen wenig Sinn und sind uninteressant. ABER:
es kann aber durchaus vorkommen, dass I; N [s = {a} nur einen Punkt enthélt.
BEWEIS:

Fiir (i) betrachte die Menge J ={t € 1 N Iy : ¢1(t) = co(t)}.
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e Jist abgeschlossen in Iy NIy : Seit; € [ NIy, t; — s € NI ¢1(t;) — c1(s) und
co(t;) — co(s) (da ¢; € CHI;, M), und c1(t;) = co(t;) impliziert ci(s) = ca(s).
Nach Voraussetzung ist J nicht leer, da ty € J. Aber J ist auch offen in I;N15; dies
sehen wir durch Anwendung des Eindeutigkeitssatzes und Existenzsates im R"
in einer lokalen Karte geméafl Lemma 5.10. Genauer gesagt: sei tg € J dann von
Picard-Lindelof, existiert eine Losung « : (to—0,to+0) — M mit a(ty) = ¢1(ty) =
c2(to). Eindeutigkeit auf (to— 9, tg+0) NI, N1 impliziert, dass a|wy—s19+6)n0nn =
Cal(to—8t0+0)N LNl = Cil(to—st0+0)nIant, AlsO, (to — 0,80 +0) N Lo NIy C J (wie
erwiinscht).

Also gilt J = I N I, das heifit die Losungen stimmen auf I; N I iiberein. Die
Losungseigenschaft der zusammengesetzten Kurve sieht man wieder mit der Ein-
deutigkeit/Existenz fr den Lokal (im R™) Fall: Sei t, € I} N I,. Von Picard-
Lindelof, existiert eine Losung « : (tg—4,to+3d) — M mit a(ty) = c1(to) = c2(to).
Eindeutigkeit auf [to, to 4 6) N Iy impliziert, dass o, 19+8)n = C2|[to,to+6)n1- Bin-
deutigkeit auf (to — 0, to] N1y impliziert, dass o(—s.t0)nn = C1l(to—s,t0)n1, - Also die
zusammengestzte Kurve ¢ hat, ¢|(—st-+6)n(num) = @ ((to—sto+o)n(nuty) und ist
insbesondere eine Losung, und in C!. Also, c ist eine Integralkurve. Die Behaup-
tungen (ii) und (iii) sind direkte Konsequenzen der entsprechenden Aussagen im
R"™ zusammen mit Lemma 5.10 (siche Walter: Gewhnliche Differentialgleichun-
gen, oder Kuwert, Skript Anall).

O

Bemerkung Es ist nicht unwesentlich, dass das Losungsintervall in Satz 5.11(ii) lokal
gleichméfig gewédhlt werden kann. Dies ist Konsequenz der Tatsache, dass im R" die
GroBe des Intervalls I fiir eine Losung ¢ : I — R™, ¢(0) = zo (von Picard-Lindelof) ist
nur von der C''-Norm des Vektorfelds X auf einer Kugel B,(zg) C V, und vom Radius
dieser Kugel, abhéngig.

Beispiel 5.12  (a) Ist nur X € C%(X(M)), so gilt das Eindeutigkeitsresultat im all-
gemeinen nicht. Betrachte dazu die Gleichung v = X (v) mit X : R — R gegeben
durch X (z) = \/m also die Gleichung ist ' = m Es gibt eine Schar von
Cl-Lisungen mit v(0) = 0, die von zwei Parametern t; < 0, to > 0 abhdngt:

—1(t—t) t<t
th <t <ty
(t—1t2)*  t>ts.

x(t) =

= O

(b) Beispiel dafiir, dass die Integralkurven nicht immer auf ganz R definiert werden
konnen, liefert die Gleichung v' = X (v) = ~* (also X (x) = |z|*. Die mazimale
Integralkurve mit v(0) = xo # 0 st

1 1
() = T mit t € (—oo, —) falls xy > 0,
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und

1 1
Y(t) = +—— mitt € (—,00) falls xo < 0.
z0 —1 Zo

Dieses Beispiel unterschiedt sich von Beispiel 5.3, da hier X : R — TR ist auf
ganz M =R deiniert (im Beispiel 5.3 war M = R*\{0} ).

Folgerung 5.13 Sei X € CY(X(M)). Dann gibt es zu jedem p € M eine mazimale
Integralkurve ¢, : I, — M von X mit ¢,(0) = p, und es gilt:

(i) I, = (o, wy) ist ein offenes Intervall mit —oo < o, < 0 < w,, < 0.

(i) Ist ¢ : I — M Integralkurve von X mit ¢(0) = p, so gilt I C I, und ¢ = ¢,|;.
(ili) Zu K C M kompakt gibt es ein § > 0 mit (—0,9) C (o, wy) fiir alle p € K.
BEWEIS: Wir setzen

a, = inf{a <O0: es gibt eine Integralkurve ¢ : (a,0] — M mit ¢(0) = p},
w, = sup{b>0: es gibt eine Integralkurve c: [0,b) — M mit ¢(0) = p}.

Nach Satz 5.11(ii) gilt a, < 0 < w,, und mit Satz 5.11(i) erhalten wir eine wohldefinierte
Losung ¢, : (o, wp) — M des Anfangswertproblems. Wire ¢, zum Beispiel auf (a,,, w,)
fortsetzbar (d.h. es existiert ¢ € M, so dass ¢(t) — ¢ mit ¢ — w, von unten), so gibt
es nach Satz 5.11(ii) fiir geeignetes ¢ > 0 eine Integralkurve ¢ : (w, — d,w, + 0) —
M mit c¢(w,) = ¢,(w,), und wir erhalten eine Fortsetzung von ¢, auf das Intervall
(ap,wp + 6) im Widerspruch zur Definition von w,. Also ist ¢, : I, = (op,wp) — M
maximale Integralkurve. Die Eindeutigkeitsaussage ergibt sich aus Satz 5.11(i) und
der Maximalitét. Schlieflich ergibt sich Behauptung (iii) aus Satz 5.11(iii) mit einem
Uberdeckungsargument. O

Korollar 5.14 Sei ¢, : (ay,w,) — M die mazimale Integralkurve von X € C*(X(M))
mit Anfangswert c,(0) = p. Gilt dann w, < 0o (bzw. o, > —00), so gibt es zu K C M
kompakt ein t* < w, (bzw. tx > a,), so dass gilt:

cp(t) ¢ K fiir allet >t ( baw. c,(t) ¢ K fiir alle t < tg).
Hat X kompakten Trager auf M, so gilt (o, w,) = (—00,00).

Definition 5.15 Sei X ein C! Vektorfeld auf M , wessen Integralkurven auf ganz R
definiert sind (fir alle p € M ). Dann heit X wvollstindig integrierbar.

BEWEIS: Sei w, < oo. Dann gilt we,;) = wp, — 1\, 0 mit ¢ " w,. Wegen Folgerung
5.13(iii) gilt ¢,(t) ¢ K fiir ¢ hinreichend grofl. Wére w, < oo im Fall K := spt X
kompakt, so folgt c,(t) ¢ K fiir t > tg, also ¢,(t) = X(cp(t)) = 0 fiir t > t*. Aber
dann ist ¢,(t) konstant fiir ¢ > t*, und wir konnen die Lésung konstant auf (¢, c0)
fortsetzen, im Widerspruch zur Annahme. O

Ab jetzt nehmen wir einen etwas anderen Standpunkt ein und betrachten die Integral-
kurve ¢, in Abhéngigkeit von ihrem Anfangswert p.
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Definition 5.16 Fir X € C'(X(M)) bezeichne ¢, : I, — M die mazimale Integral-
kurve mit ¢,(0) = p, und M* =\ cp{p} x I, € M x R. Der Fluss von X ist die
Abbildung

O MY — M, O(p,t) = c,(t).

Wir setzen M* ={pe M :t € I,} und ®, : M;* — M, ®,(p) = c,(t).

Lemma 5.17 Sei X € CYX(M)) mit Fluss ® : M* — M und mazimalen Exi-
stenzintervallen I, fir p € M. Ist Y = f.X der pushforward von X unter einem

Diffeomorphismus f € C?*(M, N), so ist der Fluss von'Y gegeben durch

VN = J{a} x Iy = N, U(t,y) = F(B(F ' (2),1)).

qeEN

BEWEIS: Dies ist offensichtliche Konsequenz von Lemma 5.7. O

Lemma 5.18 Fiir den Fluss ®; : M* — M von X € CY(TM) gilt &g =id 5 und
Dy 0P =Dy auf M N MY, (5.41)

BEWEIS: Ist t; < ¢, € Rund p € M N M7 so gilt p € M;* fiir alle r € [ty, 1]
(da fiir ¢, : I, — M gilt t;,to € I,, und so [t1,ts] C I,.) . Setze I = [0,s] bzw.
I = [s,0] je nach Vorzeichen von s (annahme s > 0). Fiir o € I liegt o + | zwischen
[ und s + 1, also fiir p € M* N M2, ist p € M}, ). Dies beduetet, dass die C'-Kurve
c: I — M, c(o) = cy(0 + 1) wohldefiniert ist , und

(o) = (o +1) = X(gp(o +1)) = X(c(9)), ¢(0) = cp(0)

gilt. Nach Definition folgt ®;(p) € M.X und ®,(;(p)) = ce,)(3) = cp(s +1) = Poyu(p).
0

Folgerung 5.19 Sei X € C*(X(M)). Der Fluss ® : MX — M hat folgende Eigen-
schaften:

(i) Die Mengen M C M x R sowie M C M sind offen.
(i) ® : MX — M ist von der Klasse C*.

iii) ®, : MX — M™X ist ein C*-Diffeomorphismus.
(1) i ‘

BEWEIS: i) und ii) Wir nehmen an, dass ty, > 0 und (p, ty) € M. D.h. es existiert eine
Losung des Flusses ¢ : [0,%] — M mit ¢(0) = p.

e s existiert eine offene U mit ¢([0,%]) C U, so dass ¢ : U x (=6,0) — M
wohldefiniert und C* ist. Uberdecke ([0, to]) (Kompaktheit) mit endlich vielen
Up,’s von 5.11 (iii), und setze ¢ := min{d,,}, U = UY,U,,,.
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e O.B.d.A. (wir kénnen 0 kleiner wéhlen) ist N§ = ¢, fiir ein N € N.
¢s(p) € U impliziert, es existiert Uy C U mit gzﬁg(Ul) CU(dag¢g:Ux(—0,0) —

[
2
M CF ist, also insbesondere stetig). gb(gzﬁg(),) : Uy x (=4,6) ist dann C* und

wohldefiniert. Insbesondere, v : U; X (—%, 335) — M, Y(z,t) = cb((ﬁ%(x), t— g) ist

w.d. und C*. ¢ ist auch eine Lésung des Flugses, mit ¢ (z, 2) = gb%(x) = ¢(z,2)
also (wegen der Einduetigkeit von Losungen, 5.11 (i) ¥(x, )|, = o(z,)|0.)-
D.h.

~

¢ U x (=6,2) — M,

ist w.d. C* Losung des Flusses. D.h. ¢ = ¢ : Uy x (—6,3%) — M.

e Induktiv vorgehen: hier ist der nichste Schritt. ¢s5(p) € U. Also, es existiert ein
Uy C Uy C U, so dass ¢5(Us) C U (¢ps : Uy — M ist w.d. von Schritt 1).
Das impliziert, ¢(¢s(+)),:) : Uy x (=6,8) — M ist w.d. C* Losung des Flusses,
oder (iquivalent) ¢(¢s(-),- — 9) : Uy x (0,28) — M ist w.d. und C* Losung des
Flusses mit ¢(¢s(+), - —9)(z,d) = ¢(x,0) fiir alle z € U,. Eindeutigkeit impliziert,
o(ps(x), - — 5)](073%) = ¢(x,~)](073g) fir alle z € Uy (RHS ist wohldefiniert von
ersten Induktion Schritt), d.h. ¢ : Uy x (—6,20) — M ist w.d. und C*. usw.

¢: Uy x (=6, N2 +8) — M ist w.d. und C*. Also Uy x (—6,ty + §) C M* falls
(p,to = Ng) e M¥X.

Nach Lemma 5.18 gilt ®_; o &, = id auf M;* fiir ¢t € R, woraus sich Behauptung (iii)
ergibt. O

Ist das Vektorfeld X € C'(TM) vollstindig integrierbar, das heifit alle Flusskurven
sind auf ganz R definiert, so liefert der Fluss eine Abbildung

RﬁDlﬁ‘(M), th)h mit (I)Soq)t:¢s+t'

Diese Abbildung nennt man die von X erzeugte Einparametergruppe von Diffeomor-
phismen von M.

Definition 5.20 Wir fiihren folgende Notation ein: fir eine Karte ¢ : U — ¢(U)
ist 2. (p) = ¢£,i (p) (also ° wird weggelassen). Fir f : M — R C™, p € M ist

A (p) = afgffl (¢(p)) (alos hingt von Koordinaten ab).

Satz 5.21 Seien X,Y € C*(X(M)) mit k € NU {cc}. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes C*~1-Vektorfeld, die Lieklammer [X,Y] von X und Y, so dass gilt:

X.Y]f = X(Yf) = Y(X[) fir alle f € C¥(M). (5.42)

d.h.
(X, Y](p)(f) = X(p)(Y () = Y (p)(X(]))
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fiir alle p € M,wobei X(f) : M — R ist die C* Funktion, (X(f))(q¢) = X(q)(f).
Beziiglich einer Karte ¢ : U — o(U) hat [ X,Y] die Koordinatendarstellung

SOV L0XT 0
> (X' =Y ) o (5.43)

ij=1
BeEwEIs: Wir berechnen bzgl. einer lokalen Karte ¢ : U — ¢(U)

B n ;Of LOY 3f iyi_ 9T
X(Yf) - Z X axz( ax]) - Z oxt 83}7 Z XY 83718:1:'3

2,7=1 i,7=1 3,7=1

Nach dem Satz von Schwarz heben sich die zweiten Ableitungen bei Vertauschung und
Subtraktion weg, und es folgt

&0V LOXT Of
XYH-Y(Xf=> (X oY a%i)aﬂ.

4,j=1

Wir definieren nun das Vektorfeld [X,Y] auf U durch (5.43). Dann ist [X,Y] €
Ck1(TU) wohldefiniert und hat auf U die gewiinschte Eigenschaft (5.42). Aber
XYf)=Y(X[f)lp) = Xp)Y(f) —Y(p)(X(f)) ist wohldefiniert und koordinaten
unabhiingig. Deshalb stimmen die Definitionen auf den Uberlappungsgebieten der ein-
zelnen Karten iiberein, und wir erhalten ein wohldefiniertes C*~1-Vektorfeld auf ganz

M. O

Lemma 5.22 Fiir Vektorfelder X,Y, 7 € C*(X(M)) mit k > 1 gilt:
(i) ANX +uY, Z] = A[X, Y] +pulY,Z]  fir alle A\, € R.
(i) [X,Y] = —[v, X].

(i) [[X,Y],Z] + [[Y, 2], X] + [[Z2,X],Y] =0, falls k > 2.

(ili) Fir die Basisfelder einer Karte ist [, 5] = 0.

27 6%‘]
BeEweEis: Die Aussagen folgen aus der Definition. Fiir (iii) berechnen wir mit f €
C>®(M):
[X.YL.2]f = [X.Y]Zf - Z[X.Y]f
XYZf - YXZf —ZXYf+ ZYXf
S~—— ~—— N——

——
zyklisch antizyklisch  zyklisch antizyklisch

Also heben sich bei zyklischer Vertauschung und Addition alle Terme weg. Behaup-
tung (iv) folgt aus dem Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit der partiellen
Ableitungen. O

Bemerkung. Die Lieklammer ist nicht bilinear iiber C*°(M), sondern es gilt

X, fY] = fIX,Y] + (Xf)Y bzw. [fX,Y]=f[X,Y]—(Y])X. (5.44)
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Was ist nun die geometrische Bedeutung der Lieklammer? Wir wollen zeigen, dass
das Verschwinden der Lieklammer von zwei Vektorfeldern X, Y — man spricht dann
von kommutierenden Vektorfeldern — gleichbedeutend damit ist, dass die zugehorigen
Fliisse der Vektorfelder kommutieren. Dazu zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 5.23 Sei f € C*(M,N) Abbildung zwischen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten. Die Vektorfelder X,Y € CYX(N)) seien f-verwandt zu den Vektorfeldern
X,Y € CHX(M)), das heift Df - X = X o f und Df -Y =Y o f. Dann ist auch
[X,Y] f-verwandt zu [X,Y]:

Df [X7Y] = [)?,?]Of,
d.h.

Df(q)([X,Y](a) = [X,Y](f(a)),
fiir alle g € M.

BEWEIS: Der Beweis geschieht durch konsequentes Anwenden der Definitionen. Nota-
tion:fiir ein Vektorfeld V' € CH(X(N))ist (V o f)(q) = V(f(q)) € Ty(N). Fiir ein
[l € C*(N,R)ist V(I) o f € C*(M, R) die Funktion (V(I) o f)(z) = V(f(x))(l). Sei
g € C*(N, R). Wir berechenen fiir g € C*°(N)

(Df(q) - X, Y()g) = [X,Y(q )( o f)
= (X(9Y =Y(9)X)(go f)
= (X(q)(Y( 1) =Y(@)(X(gof))

Zwischen Rechnung:

D.h.
(Df(g) - [X,Y)(g)(g) = X((Y(9))of)—Y((Xg)of)
= Df(q)(X(q))(Y(9)) — Df(@)(Y(2)(X(9))
X(f(0)(Y(9)) = Y (f(2)(X(g))
X, Y)((a))(9)
= ([X,Y]o f)(a)(g)
wie erwiinscht. 0
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Definition 5.24 (die euklidische Version der Lie-Klammer) Sei U C R", und X,Y :
U — R™ C'. Definiere [X,Y](x) := DY (2)(X(2)) — DX (2)(Y(2)), fir x € U
(gewdhnliche Abbleitungen). Falls X:U—>TU undY : U — TU die zugehorige
Vfelder sind (X(z) = X (x)|,, Y (2) = Y(2)|,) dann gilt [X,Y](z) = [X,Y](z)],, wie
mann leicht von der Koordinatendarstellung der Lie-Klammer sieht (siehe Defn. Lie
Klammer).

Definition 5.25 Sei M diff. Mann. und p € M fiziert. Se: T : [0,1] — T,M.
T : [0,1] — T,M ist C* genau dann, wenn T(s) = i T%(s)s%(p) mit
' 1] — R C* Mit £T(s) meinen wir der Vektor 2T(s) € TM der

[0,
durch (2T(5)]s=so (f) = %(s) (w.d. Vektor). Man checkt leicht nach, dass
)

( T'(5)]s=sy) = Z?:l %(30)%@)
Satz 5.26 Seien X,Y € C*(X(M)) und ® : MX — M der Fluss von X. Dann gilt

O ((#0.) @m0 = ~[X. V). (5.49

BEWEIS: Sei zuerst M =V offene Teilmenge des R" und z € V, und X, Y : V — R"
C? und @ € C? die Lésung zur 2 (®(z,t)) = X (®(z,t)). Nach Satz 5.11(iii), erhalten
wir aus 22(y,0) = X (y) sowie aus ®y = id bzw. DPy(x) = 1d

9 0 0
5 D2 (@)Y (@ (@) = 75 @(D () + 5V (Pi()), 1) |50
- %( — D®y(z)(X(x) + sDY ()X (z)) + X (z + Sy(x))) oo

= —DY(2)X(z)+DX(2)Y(z)

= —[X,Y](z).
Dabei wurde die euklidische Version der Lie-Klammer am Ende benutzt. Sei X ,37 :
U — TU die zugehorige Vfelder. Man zeigt mit den standard Koordinaten Id : V' — V|

dass
(B0).Y () = DB _y(2)) (Y (P_y(2)) = DB _y(2)) (Y (Do)

Das impliziert

0 - 0
@) @)l = S (DB () (Y (B4 ()] (5.46)

(¢
= —[X,Y]@)l. = ~[X,Y](2). (547)
Der Fall M =V C R" ist damit bewiesern.
In einer beliebigen differenzierbaren Mannigfaltigkeit M, seip € M und ¢ : U — V' C

R"™ Koordinaten p € U. Sei X,Y : U — T'M Vfelder, und sei X = Y, X, und Y = U, Y.
Wenn @ : V x (—e,e) — V (V C V kleine Umgebeung) der Fluss von X ist, dann ist
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U:U — U, U(x,t) = HD((x),t) =" o @, 0 1p(z) der Fluss von X (see Lemma
5.17). Aber dann gilt:

0 .,

8t<<\1}t> Y)($))‘t:0 = a((w )*0(@t)*0¢*y)(fﬂ)‘t=0 (548)
= ()0 (@) ) (5.49)
- %(Dw1)(w(x))((<1>t)*?(w(x))) (5.50)
= DEHE@)( - X, V@) (5.50)
= —[X,Y](x) (5.52)

wie erwiinscht, wegen des Lemmas 5.23.
Der Einfachheit halber setzen wir in der nachstehenden Aussage voraus, dass die Fliisse

global definiert sind.

Folgerung 5.27 Die Vektorfelder X,Y € C?*(X(M)) seien vollstindig integrierbar.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) [X,Y] =0 auf M.
(i) @50 W, =W, 0Dy, wobei Dy, Y, die Flisse von X bzw. Y sind.

BEWEIS: Wir zeigen zuerst die Implikation (i) = (i). Und zwar folgt fiir p € M durch
sukzessive Anwendung von £ |,_o und 2|,_o, wobei Satz 5.26 benutzt wird:

(Pr0Ws0P_4)(p) = Us(p)
= Do Y(2:(p) =Y(»)
= —[X,Y](p) =0.

Umgekehrt berechnen wir mit ®,,, 4 = &, o @y:

gt(@*Y)(p)ltzto = %((®t0+s)*Y)(p)|s:o

_ ipcpto( (p))(q>3*Y(<ILto(p>>)

0
= DB (@ () o (2 (@ ()

= = D®y(Pto (0)([X, Y](P4,(p)))
= 0.

Also gilt DCIDt(CI)_t(p))<Y(<I)t(p))) = Y(p) fiir alle (p,t) € M x R. Fiir ¢(s) := (¥, o
\I]s o q)—t)(p) fOIgt

d(s) = DT, 00 (p)(Y (W, 00 ()
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— DDYD_, 0By 0 W, 0D _4(p)) (Y(CD_t o®, 00, 0 CD_t(p))) = Y (c(s)5.53)

Die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems (Satz

sowie natiirlich ¢(0) = p.
= W (p) fur alle s € R, und folglich

5.11(1)) liefert ¢(s)

<I>to\I/so<I>;1:\IJS fiir alle s,t € R.

6 Tensoren und Tensorfelder

In der Differentialgeometrie und auch in der Physik tretten in vielen Situationen Multi-
linearformen bzw. vektorwertige multilineare Abbildungen auf. Um diese systematisch
zu behandeln, werden wir Tensoren und Tensorfelder einfiihren.

Definition 6.1 Sei V' ein R-Vekotrraum. V* ist der Dualraum (zu V). V* ist die
Menge alle lineare Abbildungen | : V — R (I heifit linear funktional oder kovektor

).

Bemerkung 6.2 Von LA, wissen wir folgendes:

1. Falls {vy,...,v,} eine Basis fir V ist, so ist {w',... ,w"} eine Basis fir V*,
wobei w? st durch w? (3" a'v;) = o’ definiert

2. Fiir allev eV gilt v=">31" w'(v)y

8. J V=V I dv) =30 a'w', ist ein wohldefinierter VRaum Isomor-
phismus, der von der wahl der Basis vy, ...,v, abhdngig ist.

4. Zwischen V** = (V*)* und V existiert ein Isomorphismus I der nicht von der
wahl einer Basis abhingig ist: I(v)(w) := w(v).

Definition 6.3 Sei Vi,...,V,, R-Vektorrime. Eine multilineare Abbildung
T:-VixVe...xV, —R

heifst Tensor. Sei V' ein R-Vektorraum. Ein Tensor T : Vi x V... x V,, — R, wobei
Vi=V oder V; =V* firallei=1,...,m, heiffit Tensor iiber V. Falls

T:yxVx...ny*xV*...Vi—ﬂR

r mal s mal

ein Tensor dber ist, dann heifft T ein Tensor iber V von typ (%). Die Menge von
Tensoren iber V von typ (7) bezeichnen wir mit T (V). Sie ist ein Vektorraum mit +, -

wie ublig definiet: (aT 4+ bS)(...) =a(T(...)) +b(S(...)).

Bemerkung 6.4 Es gilt: 71(V) = V*. T2(V) = V* ~ V durch die Isometrie I.
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Definition 6.5 SeiT : VixVox ... V,, > Rund S : Wy x Wy x ... W, — R Tensoren.
Dann T ® S ist der Tensor T®S : Vi x Vo x ...V, x Wi x Wy x ... W, — R, die durch

(T®S)(v1,. ., Oy Wi, ..y wg) =T (vg, ..., vm) - S(wy, ..., wg)

definiert wird. Wenn T ein Tensor iber V' ist, und S ein Tensor iber V ist, dann ist
T ® S ein Tensor tiber V.

Proposition 6.6 Sei vy,...,v, eine Basis fiir V. Dann ist

(W @wW?. . W R, ®Vjy... @ Uy |l <y iy, 1y Js < 0}

eine Basis fiir T] (V). Also T (V) hat Dimension n"+*). Hier sind die v;, € V als
elemente von V* = T2(V) ~ V zu verstehen, v;, (w) = w(v;, ). Also, die Elemente sind

tatstlich in TT (V).
Beweis: LU: Sei

— J1--Js, ji1 i2 {
A= E a; Wt QWL W' Q@ @y, vy,

1.0y
1<, <n,1<j;<n,(1<k<r,1<I<s)

A = 0, impliziert 0 = A(v;,,...,v;, W, ... W) = @ fj, fir alle 1 < i < n,1 <
a<n(1<k<rl1<li<s).
Sei A € T (V). Setze

Die Multilinearitdt von A impliziert, dass

o J1seems Js i1 i2 i ) ) )
A= E AW QW' L L W' @y, Uy, @y,

1<ip<n, 1< <n,(1<k<r,1<I<s)

1<in, . ipy 1, s
Definition 6.7 Sei M eine n— dim. differenzierbare Mannigfaltigkeit. Das Ten-
sorbiindel von M von Typ (%) ist Tr (M) ist

T{(M) = Upen (T,) (M)

wobei (Ty,).(M) = T, (T,M). Wir haben die projektion T : T, (M) — M, n(R) = p <=
R e T/ (T,M).

Bemerkung 6.8 Spezielfille sind:
T3 (M) = Upens T3 (T, M) = Upens (T,M)* = T*M,
siehe Bemerkung 6.4, und
TloM - UpeMTlo(TpM) = Upen (T, M)"™ = Upen (T,M) = TM,

wobei eine die Gleichheits ist eigentlich eine Identifikation (T,M)*x mit T,M (von
Bemerkung 6.2).
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Definition 6.9 Fin r-fach kovariantes, s-fach kontravariantes Tensor oder (%)
Tensor (auf M) ist eine Abbildung T : M — TrM mit m(T(p)) = p. Die Menge
solche Abbildungen bezeichnen wir mit RL(M). Die Bezeichnung (%) Tensor wird sehr
héufig benutzt.

Definition 6.10 Sei ¢ : U — ¢(U) koordinaten p € U. Dann ist dz'(p) € (T,M)*
durch dz'(p)(3_)_, VisZ(p)) = V' definiert. Die Abbildung dz' : U — TjU,p — dx'(p)
ist ein 10 Tensor auf U. Es gilt dz'(p) = D¢'(p). {dz'(p),dx*(p),...,dz"(p)} ist die
duale Basis zur {a%l(p), %(p), o %(p)}, wie man von der defn. leicht sieht. Wegen

Lemma 6.6 ist

0 0 0

{dl,il (p)® dr® (p) .. dztr (p)® it (p)® O (p)... Oxis

O < ir, e ips s Ga < 1)
eine Basis fir T](T,M) = (1,)sM.

Bemerkung 6.11 Wir benutzen die Finsteinsche Summenkonvention: Wenn der glei-
che Index oben und unten erscheint, dann wird dariber summiert. Beispiele: Sei

¢:U — ¢(U) Koord. auf eine n-dim. Mannig.M™,

o vE€T,Mu=a'(p) beduetet v="73"" a' % (p).

o V ein m- dim. Vektorraum, T" = T,ijwk Qv ®v; € THV) beduetet T =
ZZLj,k:I le]wk QU Q Vj.

o S=5kda' @ dal ;2 € THU) beduetet S = > ipe1 Shda’ ® dal 52 € TE(U).
Bemerkung 6.12 Fin Vektorfeld ist auf natiirliche Weise ein (V) Tensor.

X(p)(w(p)) = wp)(X(p))-
Mit Hilfe der Basis in 6.10, kann man jede (/

") Tensor A lokal mit Koordinaten be-

schrieben:
o : A 0 s, 0
_ VARTEED) Js 1 12 Tr
Aly = | | > Al et @ da® . dat @ s @ 5 @ 5, (6.1)
1<iy<n,1<j<n,(1<k<r,1<I<s)
wobei Aﬁfﬁ : U — R erfillen Afllfj (p) =

AD) (55 (D) -+ gzt A2 (D), - -, da?" (p)).
Fiir v € (7,)5M und Koordinaten ¢ : U — ¢(U) sei

9 s 0

_ ¢ JLseens JS(;S 11 ) 12 ¢ r ¢
u="u; """ %da" (p) ® Pdz (p) ... Pdx” (p) ® ale(p)@) D2

beziiglich der Basis die von ¢ kommt.
Falls ¢ : V' — ¢(V) andere Koordinaten sind mit p € V, dann gilt:

0 , 0

. . 0
e g ¥ g b g v
u =Y Vda" (p) @ Yda'(p) ... Vdz" (p) @ o D) ® 5

aa’}js

(p)®"
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beziiglich der Basis die von 1 kommt. Die Koeffizienten erfiillen

Y () =
liets (080U 0o U L Bt ouT! g ogT! s vk ool o o
bk W) i W g W T W g W g W T
wobei p = (p), und p = ¢(p). Das sieht man, durch %ZIIZT =
u(®5%(p), ..., Y52 (p), Ydx? ... Ydx)) und einsetzen in der ersten Formel, und an-
wenden den foglenden zwei Gleichungen:
: 0 0@ o™l 0
¢ 2 Y :¢ i 1)
dz' (p)( (%k(p)) acg(p); ; Dk (P) axr(p))
ioah— -~
A ) (6.4
und
B : AP og™) =
6 9 NV il
5 (P)("dz'(p)) ook (D) (6.5)

(die Gleichungen 6.4 und 6.5 werden mit Hilfe des Lemmas 3.21 bewiesen). Wenn

2 (p) = ¢35 (p) und 821. (p) :== Y32 (p), dann liesst diese Formel

“ull (p) = - |

Suy (p)—ad)kl p bp= p o¢ ) A A i
R T T R W W M R P

(6.6)

ACHTUNG: Hier haben wir die Einsteinsche Summenkonvention benutzt.

Proposition 6.13 Zu der Karte ¢ : U — ¢(U) auf M erhalten wir die induzierte
Karte ¢ : T"(U) — ¢(U) x RN mit N = n"** durch

o(u) = (m(u), (Cul ") Phr<iy g <n,)

77777

0 0
¢
Oxit ()@ Ox72

Villig analog zu dem Fall des Tangentialbiindels, (siehe Satz 3.25 ) kann man zeigen:
es gibt eine eindeutig bestimmte Topologie, so dass die Karten ¢ einen C™ Atlas von
TI(TM) bilden (benutze Satz 1.39, und die Gleichung 6.3). Konvergenz beziglich dieser
Topologie ist wie folgt charakterisiert: A, — A € TIH(M) mit &« — 00 <= p =
m(Ar) — p=m(A) und

0

OxJs

(p) ® 5—(p) € T, (U)(6.7)

(Aa(pr))iley = (A(p))id),

----------

.....

sind (fir alle maogliche Karten).
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(T7 (M), M, ) ist ein Vektorbiindel.

Definition 6.14 Seien (E, M) diff. Mannig, undm € C°(E,M). (E, M, ) heifst diff.
Vektorbiindel vom rank k dber M, falls gult:

o Fiir alle p € M trigt E, = n~*(p) (die sog. Faser iiber p) die struktur eines
k-dimeniosnalen R-Vektorraums.

o [Fiir alle p € M existiert eine Umgebung U C M und ein Diffeo. der Form
Y (U) = U xRF, ¢(v) = (n(v), H(v)),
wobei H : =1 (U) — RF faserweise Linear ist, d.h. fiir alle ¢ € U gilt H(q) :=

H|g, : E; — R* ist ein Vektorraumisomorphismus.
7 Formen

Sei V' ein R-Vektorraum. Auf dem Raum 7Z*(V), der (§) — Tensoren operiert die
Symmetrische Gruppe Sy von rechts durch

wa(vl, c. ,’Uk;) = w(vo(l), UU(Q), e ,Ug(k)).
Sei o, 7 € Si. Setze wy = vr(1), W2 = Vr(2), ..., W = Vrk). Dann gilt
((WU)T) (Ula cee avk’) = ((JJO') (UT(1)7 Vr(2)y - - - 7UT(]€))
= (wo) (w1, ..., W) = W(We(1), We(2), - - - s We(k))
= W(Vr(a(1)) Vr(0(2))s - - - » Vr(a(k)))
(w(Too))(vr,... ) (7.1)

Also: Vorsicht! ((wo)7) = (w(1 0 0)) (NICHT (w(o o7))).

Definition 7.1 w € 7(V) heifit alternierend, wenn wo = (sign o)w fiir alle o € Sy
AV = {w € TF(V)|w alternierend ist }. Wir sagen w ist ein k-Form auf V.

Definition 7.2 Der Alternator Alt : TF(V) — AR(V) ist

Alt(w) = % Z (sign o)(wo).

ocESk
Beachte dabei:

(Alt(w))r = % Z (sign o)(wo)T
T oeSy,
= (sign 7)% Z (sign 7o) (w(T0))

’ ocESk

= (sign 7)(Alt(w)). (7.2)
Das heisst, Alt(w) ist tatsétlich in A*(V).
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e w € A¥(V) impliziert,

Al(w) = 75 3™ (sign 0)(wo) = 7 3 (siam 0)(w) =

€Sy, T oEeSy

Definition 7.3 Das dufere Produkt (Dachprodukt) von zwei Formen w € A¥(V) und
n € A(V) ist
(k+1)!

WA=

Alt(w ®@n).

Lemma 7.4 FEs qilt:

1o (Aw + pn) A = Mw A ) + p(n A).
2. wAn=(=1)*nAw firwe A*V) und n € A(V).

8. (wAn) AV =wA(nAg) = EEERAW©n© ¢)
4. Falls Alt(n) =0, dann gilt Alt(w ®@n) = Alt(n @w) =0

Beweis: von (4): Annahme Alt(n) = 0. Sei Gdie Untergruppe von Sk, durch G =
{o € Spnlok+1)=k+1,0k+2)=k+2,...,0(k+1) =k + [} definiert (also die
Untergruppe von Sk ;,welche elementen die letzte [ Indices festhalten). Fiir a € Sy,
sei [a] = {0 € Skn|B = aog fiir ein g € G}. Es gilt fiir alle «, § € Sk, [ = [5] oder
[@]N[B] =0 (o h = Bogimpliziert a = Bogoh™! impliziert [a] =[], aoh # Bog
fur alle g, h € G impliziert [a] N [F] = 0). Also Sky; = [a1]U. ..U [ay] fiir endliche viele
disjunkte [a].

Ell(n Aw)(vr, ..., vk) = Z (sign o)N(Ve(1ys - - - Vo)W (Vo (ki 1)s - - - » Vor(kti))
O’ESk+l
=) 0+ D 0+-+ D0 (7.3)
o€lai] o€las] c€lan]

Die erste Summe ist

Z (sign 0)77(%( 1) --->Uo(k)) (Uo(k-i-l); e >Uo(k+l))

(J’G a1

= E (sign (o1 0 h))N(Vayon(1)s - - - » Vayoh(k)) @ (Varoh(kt1)s - - - > Vasoh(kti))
hea

= Z sign (1) sign (7)(0h) (Vaq (1) - - - s Vo (8) )@ (Ve (k1) - - - 5 Vo (k1))
heG

= sign (a1)w(Va, (k415 - - - 5 Vas (k+1) Z sign (h)(nh) (Vay (1), - - -+ Vaq (k)
heG
o, (7.4)

da Alt(n) = 0. Ahnlicherweise, sind alle summen null. Also, Alt(n ® w) = 0. Ahnlich
beweist man, dass Alt(w ® n) = 0.
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Beweis von (3): da Alt(Alt(w ® ) — w ®n) = 0 folgt fiir » € A — (V)
Alt(At(w@n) @Y —w N Y) =0

(ahnlich sieht man)
Alt(w @ Alt(n @ Y) —w RN 1Y) =0

Fiir w, n, 1 Formen (alternierend per Definition) bekommen wir

WADAY = (l(f/jj ;,n";)' (kl;!rl!l)!Alt(Alt(w Q1) ® )

_(k+14+m)!
= Alt(w @ n @)

=wA(nAYp) (7.5)

wie erwiinscht. Beweis von (1) folgt sofort von defn. und (2) leichter (Ubungsaufgabe:
folgt von der Defn von A).

Lemma 7.5 Firw',...,wf e V*undv,...,vp €V gilt (W AW? .. WF)(vy, ... 0) =
det (w'(vy))

Beweis:
(WAWEA L AW = BIAIL (W) @ ws ... ® wy)

von oben. Definition von Alt und det liefert den Bewelis.
Definition 7.6 I(k,n) ist die Menge die aufsteigende Multi-Indices:
I(k,n) ={(a,ag,...,ap)]l <oy < g < ... <ap <n}.

Satz 7.7 Sei V ein n—dim. Vektorraum mit Basis {e1,...,e,}. Sei {e*,... e"} die
duale Basis dazu. Sei € = e* N e A ...Ae* firal = (a,a0,...,a;), 1 <ap <n
fir alle k € {1,...,n}. Dann ist {e* = e Ne A...Ne**|[l < a3 <ay...<ap <n}
eine Basis fiir N*(V). Jedes w € A*(V) besitzt eine Darstellung:

w = Z wae® (7.6)

acl(k,n)

mit eindeutigen kooefizienten wy, Wo = w(€ay,- -, €a,). Die dimension von A*(V') ist
dadurch (ng) =

Spezielfille sind
o AYV) = V* hat die Basis {e'|1 <i < n}
e A" 1(V) hat die Basis {e! Ae* A...e P AT AL A"}
e AN"(V)~R w—wler,...,e,).

e A%V) ~ R (Definition).
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Beweis:
(e ANe® A...NeY)(es,,...,ep,) = det (e (eg,)) = 0 falls a # 3, = 1 falls a = 3.
Daraus folgt

wleg, eq) = Y wa®)(ep,-.. 5, (7.7)

acl(k,n)

fiir wy 1= w(€ay, .- -, €ap). Also, w = (3, c (40 wae®) durch linearitét.
(Eindeutigkeit, und Linear Unabhéngikeit): Angenommen w = (3 ,cr(.n) Ca€®) = 0.
Dann gilt ¢, = w(eq,, ..., €q,) =0 fir alle a € I(k,n). O

Definition 7.8 Sei M eine diff. mannig. Dann heisst A*(TM) = UyepA*(T,M)
Biindel der k-Formen auf M. Eine k-Form auf M ist eine Abbildung w : M — A*(T M)
mit w(p) € AF(T,M) fiir alle p € M.

Bemerkung 7.9 Fulls dim(M™) =n und ¢ : U — ¢(U) eine Karte ist, dann hat eine
k-Form w die Darstellung

w= Y wdit®= Y Waag.edz™ AL A dz™

acl(k,n) 1<ai<..<ax<n

mit eindeutig bestimmiten Koeffezienten wy, = Wayag..a), - U — R.

Definition 7.10 Sei f € C'(M,N) eine Abbildung zwischen Diff. mannig. M™ und
N™. Der Pullback der k-Form n auf N unter f ist folgende k-Form auf M :

Frm) (X, ..., Xy) = n(f(p)(Df(p)(X1), . ... Df(p)(Xy))
fiir alle Xy, ..., X, € T,M. Kurz geschrieben:
Frm(Xa, .. Xy) o= (o f)(Df(Xa), ..., DF(Xy))
fiir alle X1, ..., X, € TM mit 7(Xy) = ... 7(Xg).
Lemma 7.11 Sei M™ N diff. Mannigfaltigkeiten und f € C'(M™, N™).

[
fOw+pn) = (Ao f)ffw+ (e f)fn
fir alle \,u : N — R, w k-Formen, n l—Formen auf N.

frwAn) = (ffwA f)

fur alle k-Formen, n l—Formen auf N.

(go f)* = (f)olg)
falls f € CY(M,N) und g € C*(N, P).
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Beweis: UA (benutzen sie die Defn. von * und A.

Lemma 7.12 Sei f € CY(M™,N"). Ist ¢ : V — (V),y = 9¥(q) eine Karte auf N
fU) CV, sogilt f*dy*|y = df*|y, wobei f* =¥ o f.

Beweis: Sei V' € T, M.

(fdy")()(V) = dy" (f()(Df(p)(V))

4o (V) 75)
per definition von df fiir ein f: M — R (df (p)(V) =V (f) ). 0.

Folgerung 7.13 Sei f € C'(M™,N"). Sind ¢ : U — ¢(U),x = ¢(p) sowie ¢ :

V = V), y = ¥(q) Karten auf M bzw. N mit f(U) C V, so gilt fir eine k-Form
1 k

= Zﬁel(k,n) n,adyﬁ AN .dy/B auf N

iy =Y mgofdff AL df”

Bel(k,n)

= > > det(af)mgo fda™ A ... dx (7.9)

Bel(k,n) acl(k,m)
wobei, fiirp € M, a € I(k,n) und 3 € I(k,m), (0f5) die k mal k Matriz

Pio fogpt
@f)(p) = 2701207 (40

Ox’

ist (i, € {1,....k}).

Beweis: Die erste Gleichung folgt von Lemma 7.12 und Lemma 7.11. Die Néchste folgt
von 7.5. [.

Satz 7.14 Es gibt genau eine Abbildung d : Q*(M) — Q*(M) mit folgenden FEigen-
schaften

o dOF(M) C QFL(M)

df stimmt mit der Defn. von vorher dberein fir f € QM) = C®(M,R):
A (p)(V) = V() fiir V € T,M.

e dod=0.

dlw An) = dw An+ (=1)*dn fir w € Q*(M) n € QY(M). Insbesondere gilt
d(fn) = df An+ fdn.

d ist ein lokaler Operator, d.h. fir U C M offen gilt dw|y = d(w|y).
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Beweis: Sei ¢ : U — ¢(U) eine Karte. Die Eigenschaften oben impliziern trivialerweise,
dass falls d existiert, dann muss d lokal so aussehen:

d( Z wadz®) = Z dwe, N dx*.

acl(k,n) acl(k,n)

Umgekehrt, wenn man d so lokal definiert (mit einer karte ¢ : U — ¢(U), dann sieht
man (durch direktes rechnen), dass (i) bis (iv) erfiillt sind. Weiterhin fiir eine Karte
YV — (V) mit p € UNV sieht man, dass die definition in p gleich sind (unabhéngig
von den Koordinaten). Also, d ist glatt und iiberall auf M dadurch definiert. OJ.

Bemerkung 7.15 d ist definiert fiir alle C* k-Formen. Die Identitit d*n = 0 erfor-
dert, dass n C? ist.

Proposition 7.16 f € C*(M,N) und n ein C' k—Form, dann gilt:
d(f*(n)) = f*(dn).

Beweis: rechnen in lokal Koordinaten. Von Lemma 777, wissen wir

d(f*(n)) =d( > mgofdf” A...df”)
Bel(k,n)
= Y dmgo Hdf* A..df”
pel(k,n)
= > dop)fdy®) A f(dy™)
Bel(k,n) )
= (Y dig)dy” A dy™)
Bel(k,n)
= f*(dn)
(7.10)

wie erwiinscht.

Definition 7.17 Z¥(M) = {w € Q¥(M)|dw = 0} sind die sog. geschlossene k-
Formen. B¥(M) := {w € Q¥(M)|w = dn fir ein n € Q¥(M)} sind die sog. evak-
te k-Formen. Es gilt B¥(M) C Z*(M) und beide sind R-Vektorraiime. Der Quoti-
entenraum H®(M) := Z¥(M)/B*(M) heift der de-Rham Kohomologieraum von M.
bi(M) = dim (H*(M)) ist der k-te Bettt Nummer. x(M) = >} _o(—=1)*bi(M) ist der
Euler-Charateristik von M. Fiir M kompakt, sind die Riume H*(M) endlich dimen-
sional, und dann ist alles wohldefiniert.

Definition 7.18 f € C*(M,N) induziert eine Abbildung f* : H*(N) — H*(M)
(auch Pullback genannt) durch

flwl) = 117wl
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f* ist wohldefiniert, da:
e w € H%(N) impliziert, dass dw = 0 impliziert, dass d(f*w) = f*(d(w)) = 0.
o [[*(w+dn)]=[f"(w)+d(fn)]=I[fw)

Definition 7.19 Fiir eine k-Form w, und ein Vfeld. X auf M,
X|w ist die k —1 Form X |w(Xq,... Xk ) =w(X, Xq,..., Xk1)
Sei ¢ : U — ¢(U) eine Karte auf M. 5= angewandt auf einer k-Form )

J

(auf U) ist die k-Form (nur auf U deﬁmert)

9] N Owa o
%( Z wadx®) = Z (,;;jdaz

a€l(k,n) acl(k,n)

a
a€cl(k,n) wada:

. Diese definition hdngt von den Koordinaten ab.

Lemma von Poincare’

Betrachte auf (a,b)x M das Vield. 2, 2(s,p)(f) := ), fiir alle f : (a,b)x M — R.

of
5t \S D
Eine Form 7 € Q((a,b) x M) hat die Darstellung n(t, p) = dt(t,p) A a(t,p) + B(t,p)

WObel a € Q" 1((a,b) x M) B € Q*((a,b) x M), und gm =0, 2|3 = 0: setze dazu

a=2npund B =n—dtAa. ntp) =dtt,p) Aalt,p) + B(t,p) folgt sofort von der
Deﬁmtlon von f3. atLoz =n( aaw gt, ,-..,+) =0 (erste gleichheit folgt von der DEfn von
a). 218 =L2|n—L|dtha =2 |n—a =0 wobei die erste Gleichheit folgt von der Defn.
von [ und die letzte GL. folgt von der DEfn. von a = 2 |n. Sei d, = >, dad A 52 die
auflere Ableitung in der p € M Richtung, und d; = dt /\ ‘9 die in der ¢ Rlchtung er

berechnen:

(s
t

dn = (dy+dy)(dt N+ )
, Oa op
— oy htad et
dz? A dt A axj(t,p) +dx§+dm 5
:—dt/\dxa—i-dmﬁjtdt/\a—f, (7.11)
und das impliziert
0 0 o, 98
- - _ oA 22y 22
8tLdn dxa+%L(d e -) + T
= —deé + E
(7.12)
9 |n = a (defn. von @) und so
0
da In = do ,
o
=dt A E + d «
(7.13)
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Es folgt

0 0 0B
EWHCJ@UI =5 +th 8t
:a(ﬁ'f‘dt/\a)
:a@)‘ (7.14)

Sei nun i; : M — (a,b) x M i;(p) = (¢, p). Wir nehmen an, dass [0, 1] C (a,b). Definiere
die Abbildung I : Q*((a,b) x M) — Q*1(M) durch

1
0 , )
I(n)(p)(Xla s 7Xk—1) = / n(t7p)(§(t7p)7 Dlt(p>(X1)7 CI) Dlt(p)(Xk—l>>dta
0
fir alle Xy,..., Xy,—1 € T, M. Dies konnen wir auch in dem Form

@) = [ G

schreiben. Mit Paramaterdifferentiation berechnen wir

9 [t
i) = g [

= [ G e
= [ e (7.15)
und
1d(n) =f(§mm (7.16)

Die Gleichungen implizieren, dass

i + 1) = [ Ghin ()

Aber, i;‘(%) = 2 (in)(t) wie man leicht sieht, wenn man in koordinaten ¢ (a,b)xU —
é((a,b) x U) C R™ rechnet, wobei ¢(s,p) = (s, ¢(p)) und ¢ : U — ¢(U) Koordinaten
fiir M sind. Aber das impliziert:

dI(n) + 1d(n) = ii(n) — i5(n). (7.17)

Lemma 7.20 Lemma von Poincare’

Sei f € C®((a,b) x M™, N™). Dann gilt fiir w € Q*(N) mit fi(p) = f(t,p),
Jiw) = fo(w) =dI(f*w)) + I(f*(dw)).
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Beweis: Wende obige Formel (7.17) an n = f*(w) an und benutze
iy(n) = 1 (f"(w) = (foir)"(w) = (fi)"(w).
U

Folgerung 7.21 Fulls fy, f1 € C°(M, N) zueinander glatt homotop sind, so sind die
induzierten Abbildungen f§, fi : H*(N) — H®(M) gleich

(fo ist glatt homotop zu f; wenn es existiert f € C*((a,b) x M, N) mit f(0,-) =
éo(')v..f(lj ) = fl())
%ei w € Z5(M). Dan folgt [ ()] = [fi (@) + d(I(f* () + T(*(dw))] = [ @)

Folgerung 7.22 Ist U C R" sternformig, offen, so gilt H*(U) = R fiir k = 0 sonst
H*(U) = {0}.

Beweis: Definiere s(t) = (1 —t?)?,s : R — R. s ist glatt., s((—v/2,v/2)) € [0,1] und
5(0) = 1,5(1) = 0. Definiere: f : (—v/2,v2)xU — U durch f(t,z) = s(t)z+(1—s(t))x.
Es gilt f(0,2) = zo, f(1,2) = x, also f(1,-) = Id. Lemma von Poincare impliziert
w] = [fiw] = [fg] = [0). O

Fiir die Defn. des Integrals einer n-Form auf einer n-dim. Mannig., brauchen wir den
Begriff der Orientierung

Definition 7.23 Zwei geordnete Basen A = {ay,...,a,} und B = {by,...,b,} heifien
gleichorientiert (Notation A ~ B), falls det Tap > 0. Dabei ist Tap € R™™ die
Transformationsmatriz b; = (TAB)Zaj. Es qilt fiir Basen A, B,C Tyy = Id, Tgs =
(Tag) ™', Tac = TagTge. Also, ~ ist eine Aquivelenzr’elation mit genau zwei klassen.
Ist o eine der beiden Klassen, so nennen wir o eine Orientierung von V und (Vo)
heisst orientiert. Fine basis A heifst dann positiv orientiert (bzw. negativ orinetiert),
wenn A € o (bzw. A ¢ o). Ein Isomorphismus L : V — W zwischen Vektordaume V, W
mit orientierungen o bzw. T (geschrieben L : (V,o) — (W, T)) heifit orientierungstreu
(bzw. untreu) , falls gilt {vy,...,v,} € 0 = {Luvy,..., Lv,} € 7. Insbesondere gilt fir
LeGL(V), L:(V,o0)— (V,0) ist orinetierungstreu genau dann, wenn det (L) > 0.

Definition 7.24 Sei M™ diff. Mannig. der Dimension n. Eine Orientierung von M ist
eine Abbildung o, die jedem Punkt p € M eine Orientierung o(p) von T,M zuordnet,
so dass gilt: es gibt einen Atlas A von M, so dass fir jede Karte ¢ : U — ¢(U),
x = ¢(p), in A gilt: {35 (p),..., 5% (p)} € o(p) fir alle p € U. Existiert eine solche
Orientierung, so heifst M orientierbar.

Proposition 7.25 M ist genau dann orientierbar, wenn es einen Atlas von M gibt,
so dass alle Kartenwechsel positiv Jacobideterminante haben.
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Beweis:

Ist A der Atlas aus Def. 7.23, mit Orientierung o, und R” ist mit der Standard Orien-
tierung « versehen o (o = [{ey,...,e,}]), dann haben wir fiir Karten ¢ : U — ¢(U)
bV > (V) x = o)y = b(p) in A, p € UNVIL : (Ra) — (T,M,o(p)),
L(a'e;) = a'2% (p) ist Orientierungstreu, und S : (T,M, o(p)) — (R", o) S(b’ 5i(p) =
b'e; ist orientireungstreu, und so So L : (R",a) — (R",a) So L = D( o ¢~ )( (p))
(Die Jacobimatrix) ist orienierungstreu, d.h (per Defn.) det (D(¢) o ¢=1)(4(p))) > 0.
Umgekehrt: Falls det (D (w d1)(é(p))) > 0 fiir alle Karten in einem Atlas A gilt,

dann definiere o(p) = [{:% {501 r(p), ..., afc)n (p)}]. Dies ist wohldefiniert, da der Transfor-
mationsmatrix 7' von {32 (p), ..., axn( ) }zu {ay (p),.. - %(p)} (Basis Vektoren von
den Karten ¢ bzw. 1) ist D(¢) o ¢~ 1)(é(p)), und det D(p o 1) (¢(p)) > 0. O

Proposition 7.26 Ist M zusammenhdingend und orientierbar, so gibt es genau zwet
Orientierungen von M.

Beweis:

Seien o, 7 Orientierungen von M. Sei A = {p € M|o(p) = 7(p)}. Wir zeigen, dass A
offen und abgeschlossen ist. Damit ist A = M oder A¢ = M.

Offen: Fiir p € A wihle Karten ¢ : U — ¢(U) sowie ¢ : V — (V ) o(p),y = v(p)
peUNV und {z%(p),...,5%(q)} € o(q) fiir alle ¢ € U und {a :(p ) ...,ai( )} €
7(q) fur alle ¢ € V. Es gilt det (D(¢ o ¢~ )(1/1( ))) > 0, da a( ) = 7(p) und die
Transformationsmatrix zwischen {52 (p), ..., 52 (¢)} und {(9 r(p),--s 3, 9_(q)}ist D(¢o
P H((z)). Also gilt det (D(¢ o ) (10(q))) > 0 fiir alle ¢ in eine kleine Umgebung
von p. Also A ist offen. Analog zeigt man, dass A abgeschlossen ist.

Seien o, 7 Oreintierungen mit o # 7. Sei p € M beliebig. Fiir eine dritte Orientierung
a muss «a(p) = o(p) oder a(p) = 7(p). Im Fall 1, gilt & = o auf M (wie oben geziegt
worden ist), und a(q) # 7(q) fur alle ¢ € M (wie oben geziegt worden ist). Fall 2 ist
analog behandelt. [J.

Definition 7.27 Sei (N, T) orientierte Mannig.,und f : M — N lokaler Diffeo.
Dann ist f*r die Orientierung die so definiert ist: {vy,...,v,} € f*(7(p)) <=

{Df(p)(v1),....,Df(p)(va)} € T(p).

Check: Ist f*7(p) wohl definiert? Falls {wy,...,w,} eine Basis mit [{wl, T
[{v1,...,0.}] ist (d.h. w; = Alv; mit det (A) > 0), und {Df(p)(v1), ..., Df(p)(va)}
r(f(p)) ist, damn ist {DfG)(wn),.... DF@)w)} € (/) da DF(p)uw)
AIDf(p)(v;). Also f*r(p) ist eine wohldefinierte Orientierung. Check: Ist f*7 eine
Orientierung?

Sei p e U und f(U) CV mit fly: U — f(U) diffeomorph, ¢ : V' — (V) eine Karte
y = ¥(f(p)) wie in Defn. 7.24. Dann ist ¢ = o f : U — ¥(f(U)) eine Karte fiir M
mit z = ¢(p), und es gilt:

Im

(DI (s @), DI G @) = (@) @) € 70) € 7(7(0)
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fiir alle ¢ € U. Dies impliziert (defn. von f*(7) ), dass

%(q), o %(q)} € f*(7)(q)

fiir alle ¢ € U. Die Menge von solchen Karten ¢ gibt uns einen Atlas A wie in Definition
7.24. Also f*(7) mit A ist eine Orientierung fiir M.

Definition 7.28 Fin lokaler Diffeo, f : (M,o) — (N, T) heifit orientierungstreu (bzw.
orientierungsuntrew), falls f*r = o (bzw. f*r #0).

Definition 7.29 Die Gruppe I' C Dif f(N) operiere frei und eig. diskontinuierlich
auf N. Dann sind dquivelent:

(i) M = N/U ist orientierbar.

(i) N ist orientierbar und T operieret orientierungstreu beziiglich eine Orientierung
von N.

Beweis: ((i) == (ii)). Sei 7 Orientierung von M = N/I'. 7 : N — N/I ist ein lokaler
diffeo. Dies impliziert, dass 7*(7) ist eine orientierung auf N. Fiir g € I gilt: mrog = 7,
also folgt 7*(7) = (w0 g)*(7) = ¢*(7*(7)). Das impliziert I' operiert oriinetierungstreu
auf N beziiglich der Orientierung 7*(7). (Bemerkung: fir f : M — N,g : N — P
lokale Diffeos, gilt: (g o f)*r = (f* o g*)(7) wie man leicht von der Defn. von f*(1)
sieht.)

((ii)) = (i)): Definiere 7 auf N/T" wie folgt: 7(n(p)) = {Dn(p)(v1),...,Dn(p)(v,)}]
wobei {v1,...,v,} in o(p) ist. Check: 7(7(p)) héngt nicht von der wahl von p € 7~!(p)
ab, und nicht von der Wahl der Basis. Nicht anhéngig von der Wahl der Basis folgt
genau wie in 7.27.Weiterhin, fir p’ = g(p) , g € T gilt:

{Dr(@)(v1),-... Dr(p)(va)}] = [{D(7 o g)(p)D(g~")(P)(v1),-.., D(m o g)(p) D(g™")(¥) (v,
= [{D(@)(p)(wr), ..., D(m)(p)(wn)}]
wobei {w1,...,w,} € o(p), da g~! orientierungstreu ist.

Also, T(m(p)) = 7(mw(p')) ist wohldefiniert. Z.z. ist: 7 ist eine Orientierung Sei nun ¢ :
U — ¢(U),z = ¢(p) eine +ve orientiert Karte von N (d.h. {32:(q)), ..., 52 (q)} € o(q)
fiir alle ¢ € U). Nach Verkleinerung von U ist 7|y : U — 7(U) diffeomorph. Dann ist
¢o(m|y)~ Karte von M = N/T mit Basisfeldern { D75 (q), ..., Dm5%(q)} € 7(7(p))
was noch zu zeigen war. [

Beispiel 7.30 Falls M™ mit zwei Karten tiberdeckt werden kann, ¢ : U — ¢(U) und
YV —=(V) und UNV %0 zussamenhingend ist, dann ist M orientierbar.

Beweis Sei x € UNYV. Falls det D(¢ o ¥ ')(¢(x)) > 0 dann ist det D(¢ o
H(y) >0 firalley e UNV (stetigkeit + wegzusammenhéingend + det D(¢ o

)( (y)) # 0). Falls det D(¢ o ¢~ ")(¢(z)) < 0, dann setzeﬁ U — o(U), o(p) =
( L(p), &*(p @™ (p)). ¢ ist eine Karte, und es gilt det D(¢oyp~1)(¢(x)) > 0. Also

)
ist det D(¢potp™ )( ( )) > 0 fiir alle y € UNV (stetigkeit + wegzusammenhéngend +
det D(60 4)((y)) #0). O
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Satz 7.31 Fiir eine diff. Mannig. M™ der Dimension n sin dquivalent:
(i) M ist orientierbar.
(11) Es gibt eine Form w € Q"(M) mit w(p) # 0 fir alle p € M.

Beweis: (ii) impliziert (i): Definiere Orientierung o auf M durch {vy,...,v,} €
o(p) <= wp@(vy,...,v,) > 0. Wohldefiniert? Ja: w; = Ajv; mit det (A) > 0
impliziert

w(p)(wr, ..., w,) =w(p)(vy,...,v,)det (A) > 0.

Jetzt zeigen wir, dass o wirklich eine Orientierung ist (d.h. wir miissen ein Atlas A
finden, so dass {32 (p), ..., 52 (p)} € o(p) fiir alle Karten in A). ISt ¢ : U — ¢(U)

eine Karte mit U zusammer?ﬁéngend, so gilt: w = ?fda! A ...dz" fiir eine Funktion
°f U — R, mit °f # 0. D.h. ?f > 0 oder ?f < 0 auf U. Falls f > 0 denn
heisst ¢ ‘gut’. Falls ®f < 0, dann setze ¢ = (—¢', ¢%,...,¢"). Dann ist ¢ gut. Es
folgt: w(52:(p),---, 5% (p)) = ¢f(p) > 0 fiir ¢ : U — ¢(U) gut, fiir alle p € U. D.h.
(5% (p), ..., 5% (p)} € o(p) fiir Basisvektoren der Karte ¢, falls ¢ gut ist. Die Menge
von ¢, so dass ¢ gut ist, ist der gesuchte Atlas.

(i) = (ii)): Um (i) = (ii) zu beweisen, brauchen wir ein technisches Hilfsmittel,
eine sog. Teilung der Eins.

Definition 7.32 Eine (glatte) Teilung der Eins auf M ist eine Familie {n;|i € I} von
(glatten) C° Funtkionen n; : M — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

e Jedes p € M hat eine Umgebung U, so dass {i € I|spt(n;) NU # 0} endlich ist.
(spt(f) = cl{z : f(x) # 0} wobei cl(A) der Abschluss von A ist).

> nilp) =1

iel
fir alle p € M (nur endlich viele den Summanten sind nicht null: also, die
Summe ist wohldefiniert).

e Eine Teilung der Eins {n;|i € I} heifit untergeordnet zu der offenen Uberdeckung
{UxA € A} falls, fiir alle i € I, es existert ein A € A, so dass spt(n;) C Uy.

Satz 7.33 Sei M eine diff. Mannig., und {Ux|\ € A} eine offende Uberdeckung von
M. Dann ezxistiert eine glatte Teilung der Fins {nx|A\ € A} (gleiche Index Menge)
untergeordnet zu {Uy|\ € A}.

Beweis: (Mengen Theoretische Beweis) Siehe Lee, Thm. 2.25

Beweis von (i) = (ii) (fortsetzung).

Wihle einem orientierten Atlas ¢, : Uy — ¢x(Uy). Sei nun {ny|\ € A} eine unterge-
ordnete Teilung der Eins. Definiere w = ), mw? wobei wt = dgl AL A QY. w ist
eine glatte n-Form. Man checkt durch einsetzen von koordinaten basis vektoren , dass

w # 0 ist.
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Satz 7.34 Transformationssatz Seien U,V C R"™ offen, und ® € CY(U,V) Diffeo,
Dann gilt fir f:V — R™ L™ Messbar

el pewac@ = [ i)

sobald eines der Integrale existiert.

Definition 7.35 Sei M™ diff. Mannig.

o A C M Messbar <= ¢(ANU) C R"™ ist L™ messbar fir alle Karten ¢ : U —
o(U).

e A C M Nullmenge < ¢(ANU) C R"™ ist eione Nullmenge fiir alle Karten
¢:U— o(U).

e Eine k-Form w ist messabar <= wy0 ¢! : (U) — R messbar fiir alle Karten

¢:U — ¢(U), und alle a € I(k,n) wobei hier w =" ) Wadz®).

acl(kn

Proposition 7.36 Es geniigt jeweils, diese Figenschaften fir einen (hdchstens)
abzihlbaren Atlas von M nachzupriifen.

Beweis: Z.b. (i) Angenommen ¢;(A N U;) C R™ ist £" messbar, fiir alle ¢; : U; —
¢:i(U;) € A (i € N). Dann gilt:
P(ANU) =UZ (dpo () )@:(ANUNT)).

¢ o (¢;)~" sind lokal Lipschitz, also ist (¢ o (¢;)™')(¢;(ANU NU;)) L™ messbar, und
damit (AN U) L™ messbar.

Die anderen Aussagen werden so dhnlich bewiesen. 1.

Definition 7.37 Fine messabre Zerlegung von M st eine abzdhlbare Familie von Men-
gen B; C M€ I, so dass gilt:

o E,NE; ist eine Nullmenge Vi # j.
o M\(UserE;) ist eine Nullmenge.

Bemerkung 7.38 Sei ¢; : U; — ¢;(U;),i € N eine abz. Atlas von M ein solcher
existiert immer, da wir abz. Basis fiir die Topologie haben). Dann ist durch E, =
Uy, By = U\Uy, ..., By = Ui+1\(U§:1Uj) eine messbare Zerlequng definiert, so dass
E; im Gebiert U; der Karte ¢; enthalten ist.

Definition 7.39 Sei M"™ orientierte Mannig. der Dimension n, und ¢ : U — ¢(U)
eine orientierte Karte. Sei w = wydd* A. . .Ad¢™ messbare n-Form aufU (wg: U — R),
und E C U messbar. Dann heifit w integrierbar falls

/ w0 (671)] < oo.
$(E)
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In dem Fall definieren wir

/Law:bégnu@o<¢—wcwdcnu»

Die defn. ist wohldefiniert. Sei ¢ : V' — (V') eine andere Karte, dann gilt auf U NV
Wy = wy - (det DL) o ¢
mit L =1 0¢ !, wegen Lemma 7.5. Aus der Transformationssatz folgt:
/ wyo (W)L (y) = / wy o (1) o L(w)|det DL(x)|dL" (x)
P(E) o(E)
= / wy o ¢ (z)det DL(z)dL" ()
o(E)
= / wg o ¢ (z)dL"(x) (7.19)
»(E)
wobei wir benutzt haben ,dass det(L) > 0 da die Karten von der Orientierung kommen.

Definition 7.40 Sei M eine n-dim orientierte Mannig. und E;,1 € I eine messbare
Zerlegung von M, so dass E; C U; fir positiv orientierte Karten ¢; : U; — ¢;(U;). Eine
messbare n-Form w auf M heifit integrierbar, falls

> / ) lws, © (¢7) "} (2)]dL7(z) < 0.

Je=% )

iel
Bemerkung 7.41 e Die defn. ist unabhdingig von der Zerlequng.

In dem Fall, definieren wir

o Falls ;i € I eine abzdhlbare Teilung der Eins auf M ist, dann gilt fir jede
integrierbare n-FOrm:
w = o
L2,
o [st w stetig mit kompakten Triger, dann ist w integrierbar.

o Seien M™,N™ orientierte Mannig. und ® € C'(M, N) ein orientierungstreuer
(bzw. untreuer) Diffeo. Ist w integrierbar auf M, so ist ®*(w) integrierbar und es

3lt:
" [ o= [ st [ @@ == v
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Definition 7.42
H" :={z e R"|z' <0}.

B(H™) = {(0,22,...,2") € R"}.

Definition 7.43 Fin Hausdorffraum mit abz. Umgebungsbasis heifst n—-dim Mannig
mit Rand, falls es ein C° Atlas ¢; : U; — ¢:(U;) C H™, i € I gibt mit ¢(U;) jeweils
offen in H™. M heisst differenzierbar, wenn der ATlas C* Kartenwechsel hat.

C> Kartenwechsel muss genauer erklart werden.

Definition 7.44 Fiir V. C H" offen, bezeichne C*(V,R) die Menge aller Funktionen
J V. — R mit folgender Eingeschaft: zu x € V,3 eine Umgebeung V C R" offen in
R", und eine sog. Fortsetzung f € C*(V,R) mit f|y = f. Sind f,§ zwei solche Fort-

setzungen, so folgt aus Stetigkeitgrinden Def = D*g fur multz Index a = (aq, ..., )
mit |a| < k. Also ist D*f(x) = D*f(z) wohldefiniert fir xe€ OH".

Definition 7.45 p € M heifst innerer Punkt falls 3 Karte ¢ : U — ¢(U) C H™ mit
p € U und ¢p(p) ¢ OH™. p € M heifit Randpunkt falls 3 ¢ : U — ¢(U) C H® mitp € U
und ¢(p) € OH™. Diese Punkttypen sind wohldefiniert wegen des Gebietsinavarianz
Satzes.

Definition 7.46 Offenbar ist int(M) := {p € M|p ein innerer Punkt ist } eine n—
dim.- Mannig. ohne Rand. OM := M\int(M) die Menge der Randpunkte ist eine (n—1)
dim. Mannig. ohne Rand. Die Karten sind ¢ : U NOM — R™ ¢(z!,... 2" 1) =
o0, 2, ... a7,

Definition 7.47 o f€CHM,R) <= f lokal C* ist, im Sinne von Defn. 7.44.

o f € CF(M™ N") <= f lokal C* ist <= fiir v € M existeren Karten
6:U — ¢(U) C H™, -V — (V) € H mit f{U) CV und o foe!
d(U) — H™ C R™ ist C*.

o T,M :={vjv: C®(M,R) — R, v ist Linear, und v erfillt Leibniz regel.}

Bemerkung 7.48 e Sei p € OM. Dann ist T,M Isomorph zu {[¥]|y €
CY([0,1), M), oder v € C*((=1,0], M)} wobei [y] = [0] < ~(0) = o(0) =p
und ¢ o' (0) = ¢ 0 0’(0) fir Karten ¢. (+ definiert man in dem man (¢(p) =0)
(V] + [o] =: [a] definiert, wobei a« € C([0,1), M) oder a € C*((—1,0], M) eine
Kurve ist mit ¢ o /(0) = ¢ 0+/(0) + ¢ 0 d’(0).

e Seip € OM. Dann hat T,M die Basis {32 (p),..., &En( )} fiir eine beliebige Karte

¢ U — o(U) C H", wobei awz(p)(f) = 2 ((f oo )(@(p)), wobei (fod) :
V — R eine Fortsetzung von (fo¢™1) : V. — R im Sinne von Defn 7.4/ ist. Falls
v=1"2(p) € T,M ist, und f : M — R nur C* ist, dann mit v(f) meinen wir

v (p)(f) = vl%((b( )) welche fiir f nur C' wohldefiniert ist.
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e Dadurch sind Tensoren auf M von Typ (%) wohl definiert, wenn M eine Mannig.
mit Rand ist.

e Ein Tensor T won typ (%) ist C*, falls die lokale Darstellung (fiir eine Karte
¢:U—o¢(U)C H")

L . . 0 0
_ ¢J1--Js 71 r
T=°Thdi . i ® 5 ®...® 5

erfillt: T7% - U — R ist CF.

1112...7p

o Fir f € C*(M,N) ist Df(p) : T,M — Ty N durch Df(p)(vy)(l) := v,(L o f)
definiert (wobei v,(l o f) ist wie oben definiert, falls f nur C* ist).

o Do(p) : T,M — Ty H" ist ein V.raum Iso.

e [ntegration von einer n-Form auf eine Mannig. M™ mit Rand ist genau wie vorher
(fér M ohne Rand ) definiert: die einzige Unterschied ist, wir missen mit Karten
¢:U— o(U) C H" ( ¢(U) offen in H™ ) arbeiten, statt ¢ : U — ¢(U) C R™ (
o(U) offen in R™).

Definition 7.49 v, € T,M,p € OM heifit nach innen (aussen) weisend, falls
(Do(p)(vp),e1(p)) < 0 (> 0). Dies ist wohldefiniert (hingt nicht von der Karte ab).
Ob M orientiert ist oder nicht, spielt keine Rolle bei dieser Defn.

Bemerkung 7.50 Sei M orientiert. Dann erhdlt OM wie folgt eine Orientierung: fir
p € OM st {vy,...,v,1} € o(p) <= {v,v1,...,0,1} +ve Orientiert ist und v
nach aussen weisst. Dies ist wohldefiniert. Sei A ein Atlas wobei die Determinante der
Jacobimatriz allen Kartenwechsel +ve ist. Wir definieren der Atlas A als die Menge
von &, so dass ¢ € A ist, wobei qNS(xl, ooy Tp1) = ¢(0,21, ..., 1) (wie vorher). Dann

ist OM Orientiert mit Orientierung o und Atlas A.

Satz 7.51 Satz von Stokes Sei M eine n — dim , kompakte, orientierte Mannig. mit
Rand OM , mit der induzierten Orientierung versehen. Dann gilt fiir w € Q"~1(M™)

/ dw:/ w.
n aMn

Genauer, soll fBM" *w auf die linke Seite stehen, wobei i : OM — M die Inklusion
Funktion OM C M ist.
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