Ubungsaufgaben zur Differentialgeometrie IT SS 04, Serie 2
Prof. Dr. E. Kuwert, Dr. M. Simon 17. Juni 2004

Arbeitsprogramm Lie-Gruppen (freiwillige Abgabe)

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer Gruppenstruktur heifit n-
dimensionale Liegruppe, wenn die folgenden Abbildungen C'*° sind:

GxG—G, (g,h)r—gh und G—G,grg "

Wir bezeichnen das neutrale Element der Liegruppe mit e.

Aufgabe 1: Verifizieren Sie einige der folgenden Beispiele:
e (R" +) ist n-dimensionale Liegruppe.
o T" =R"/Z" ist n-dimensionale Liegruppe.

GL,(R) ist Liegruppe der Dimension n?.

SO, ist Liegruppe der Dimension n(n — 1)/2.

U, ist (reelle!) Liegruppe der Dimension n?.

e SU, = S? ist dreidimensionale Liegruppe.
Aufgabe 2: Uberlegen Sie, dass fiir jedes ¢ € G die Links- und Rechtstranslationen
ly:G—G,l,(h)=gh und r,:G— G, ryh)=hg
Diffeomorphismen von G sind, ebenso die Konjugation
cg=1lgorg1=r410l,:G— G, c,(h) =ghg™".
Definition. Ein Vektorfeld X € C*°(T'G) heifit linksinvariant, wenn gilt:
Dl,- X =Xol, firalleged.

Wir bezeichnen den Raum der linksinvarianten Vektorfelder mit LG.

Wir erinnern an folgenden Begriff aus Differentialgeometrie I, Lemma 4.9:

das Vektorfeld X € C*(M) heit f-verwandt zum Vektorfeld X € C*(M),
wobei f: M — M, wenn Df - X = X o f. Weiter wurde dort gezeigt: sind X,V
F-verwandt zu X,Y, so ist auch [X,Y] F-verwandt zu [X,Y].

Aufgabe 3: Folgern Sie die Implikation

X, Y linksinvariant = [X,Y] linksinvariant



Der Raum LG der linksinvarianten Felder auf G bildet also eine Unter-Liealgebra
der Liealgebra C*°(T'M) aller Vektorfelder auf G.

Aufgabe 4: Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen zueinander inverse
Vektorraumisomophismen sind:

1.G — LG, v~ X" mit X"(g) = Dl,(e)v,
LG - T.G, X +— X(e).

Es ist iiblich, LG mit T,.G zu identifizieren; damit tragt T.G die Liealgebrastruktur
v,w] = [X", X"|(e) (v,w e T.G).

Aufgabe 5: Berechnen Sie die Liealgebrastruktur fiir die Beispiele aus Aufgabe 1.

Aufgabe 6: Sei f : G — H ein Liegruppenhomomorphismus, d.h. f ist
glatter Gruppenhomomorphismus. Verifizieren Sie, dass die durch Df(e) indu-
zierte Abbildung Lf : LG — LH ein Liealgebra-Homomorphismus ist, also
Lf-[X,Y]|=I[Lf-X,Lf-Y].

Beweis. Nach Definition ist Lf - X € LH das eindeutig bestimmte linksin-
variante Feld mit Lf - X(e) = Df(e)X(e). Wir zeigen zuerst, dass X zu Lf - X
f-verwandt ist. Und zwar gilt:

Df(g)-X(9) = D(foly)(e)X(e) (X linksinvariant)
= D(lgg o f)(e) X(e) (da f Gruppenhomomorphismus)
— Diyg(e)Lf-X(e) (da fle) =e)
= Lf-X(f(g9)) (da Lf-X linksinvariant).

Sind nun XY € LG, sogilt Df - [X,Y]=[Lf-X,Lf-Y]o f nach Differentialgeo-
metrie I, Lemma 4.9. Damit ist [Lf - X, Lf - Y] linksinvariantes Feld (Aufgabe 3)
mit [Lf- X, Lf-Y](e)=Df(e)[X,Y](e), dh.esgilt Lf-[X,Y]|=[Lf-X,Lf-Y].

Aufgabe T7: Uberlegen Sie, dass fir X € LG der Fluss ¢ : R x G — G
global definiert ist, und dass gilt:

X ol, =1,0¢) fiirallegeq.
Definition. Die Exponentialabbildung der Liegruppe G ist gegeben durch
exp : LG — G, exp(X) = ®¥(1,e).

Aufgabe 8: Fiir X € LG ist die Abbildung R — G, t +— exp(tX) ein Gruppenho-
momorphismus, der als die von X erzeugte Einparameter-Untergruppe bezeichnet
wird.



Aufgabe 9: Zeigen Sie Dexp(0) = Idpg. Insbesondere bildet die Exponenti-
alabbildung eine Umgebung von 0 € LG diffeomorph auf eine Umgebung von e € G
ab.

Aufgabe 10: Zeigen Sie exp(X) = > po X" fir X € GL,(R).

Definition. Die adjungierte Darstellung der Liegruppe G sowie die adjungierte
Darstellung der Liealgebra LG sind definiert durch

Ad: G — Aut(LG), Ad(g9)X = Dcy(e) X,
ad : LG — End(LG), ad(X) = DAd(e)X.

Wir benétigen nun fiir alle X, Y € LG folgendes

Lemma. 22 (exp(sX)exp(tY) exp(—sX)) [s=o4-0 = [X,Y].

Beweis. Sei ¢ der Fluss von X, also ¢5(e) = exp(sX). Dann gilt:

0 0

5277 (@P(sX) exp(tY) exp(—5X)) [i=o.1=0

9 - alexp(sX) exp(Y oo (dn 0-1(g) = g exp(—sX), Aufgabe 6)
gb (¢s( )) Dlexp(sX) (6) Y(e)ls:()
Do_s(¢s(e)) Y (gs(e))]|s=o (Y linksinvariant)

((p—s)«Y) (€)]s=0  (Definition pushforward)
= [X,Y] (Differentialgeometrie I, Satz 4.6).
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Aufgabe 11: Zeigen Sie folgende Eigenschaften der adjungierten Darstellung:
(1) Ad: G — Aut(LG) ist ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Fir g € G und X,Y € LG gilt Ad(g)[X,Y] = [Ad(9)X,Ad(g)Y], das heifit

Ad(g) ist ein Liealgebra-Homomorphismus (verwenden Sie Aufgabe 6).
(3) ad(X)Y = [X,Y] (verwenden Sie das Lemma).
(4) ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [Y,ad(X)Z] fur alle X, Y, Z € LG.

Aufgabe 12: Berechnen Sie Ad und ad fiir die Beispiele aus Aufgabe 1.



