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Aufgabe 1 (FEindimensionale Mannigfaltigkeiten)
Sei (M, g) eine zusammenhéngende, eindimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Zeigen Sie:

(a) Zup € M gibt es eine nicht erweiterbare Kurve ¢ € C*((a,b), M) mit |||, = 1
und ¢(0) = p. Diese Kurve ist surjektiv.

(b) Entweder c ist injektiv und damit Isometrie, oder ¢ ist periodisch und liefert
eine Isometrie von (R/(LZ),dx?) mit M fiir geeignetes L > 0.

Bemerkung. Jede zusammenhédngende, eindimensionale Mannigfaltigkeit ist also dif-
feomorph zu R oder zu S!.

Aufgabe 2 (Minkowski-Modell und Poincaré-Modell von H™)
Sei (, ) die Minkowski-Metrik auf R**!, d.h. (z,y), = —2%° + >, 2'y*, und

H" = {z € R"": (v,2), = —1, 2° > 0}.
Fir X,Y € T,H" C R"™ sei g(X,Y) = (X,Y) . Zeigen Sie:
(a) (H",g) ist eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

(b) Die Abbildung I(x) = —ep—2{x+eg, v+eg) ;" (v+¢€0) ist ein Diffeomorphismus
von {x € R": |z| < 1} auf H”, und es gilt
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Aufgabe 3 (Poincaré-Modell und oberes Halbraum-Modell von H™)
Betrachten Sie die n-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten

(M.g) = ({r €R":fel < 1}, s D (@),

n

(N,h) = ({zeR":a" >0}, (x%z S (dr)?).

i=1

Zeigen Sie, dass die Inversion I an der Sphire {z € R” : |z + e,| = Vv/2}, also
I(x) = —e, + 2|z + e,|2(z + e,), eine Isometrie I : (N,d") — (M,d?) liefert.
Hinweis: Dafiir geniigt es zu zeigen, i) dass I ein Diffeomorphismus ist und ii)
dass I*g = h gilt. Diese Bemerkung wird in der Vorlesung noch gerechtfertigt und
darf hier verwendet werden.



