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Aufgabe 1 (Distanzfunktionen)

Eine glatte Funktion f : M → R mit ‖gradg f‖g ≡ 1 heißt Distanzfunktion. Zeigen
Sie:

(a) Integralkurven von gradg f sind Geodätische.

(b) Für eine stückweise reguläre C1-Kurve c von p nach q gilt Lg(c) ≥ f(q)−f(p),
mit Gleichheit genau dann, wenn c Integralkurve von gradg f ist.

Aufgabe 2 Hopf-Rinow

Sei (M, g) eine Mannigfaltigkeit, und N ⊂ M eine Untermannigfaltigkeit mit der
induzierten Riemmanschen Metrik h = i∗g versehen (i : N → M die Inklusion).
Zeigen Sie: Ist (M, g) vollständig und N zusammenhängend, abgeschlossen, so ist
(N, h) vollständig.

Aufgabe 3 Polarkoordinaten

Sei (M, g) eine Riem. Mannigfaltikeit und f : (0, s) × Sp →M

f(r, ω) = exp
p
(rω),

wohldefiniert, wobei Sp = {v ∈ TpM : ||v||g = 1}. Man Zeige:

f ∗g|(r0,ω0) = dr2|r0
⊕ r2

0h|(r0,ω0),

wobei dr2 die Standard Metrik auf R ist, und h|(r0,ω0) eine Riem. Metrik auf Sp ist,
genauer gilt für ψ, η ∈ Tω0

Sp:

h|(r0,ω0)(ψ, η) = g(D exp
p
(r0ω0)(ψ), D exp

p
(r0ω0)(η)).
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