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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Für n = 2 sei Ω ⊂ Rn offen und u ∈ C2(Ω). In Polarkoordinaten sei
u(r, ϕ) = u(r(x, y), ϕ(x, y)) mit (x, y) = reiϕ. Zeigen Sie

∆u =
1

r
∂r(r∂ru) +

1

r2
∂2
ϕu.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei n ≥ 3. Lösen Sie das Dirichletproblem für die Komplement der Kugel, d.h. sei
Ω := {x ∈ Rn : |x| > R}. Zu ϕ ∈ C0(∂BR) und γ ∈ R ist gesucht

u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)
−∆u = 0 in Ω

u = ϕ auf ∂BR

lim|x|→∞ u(x) = γ.

(1)

Hinweis. Betrachten Sie die (leicht modifizierte) Kelvintransformation
k : Ω→ BR\{0}

y := k(x) =
R2

|x|2
x und v(x) = |x|2−n (u(k(x))− γ) .

Zunächst zeigen Sie mit dem Hebbarkeitssatz (Satz 3.22), dass u eine Lösung von
(1) genau dann ist, wenn v eine Lösung von v ∈ C2(BR) ∩ C0(BR)

−∆v = 0 in BR

v = R2−n(ϕ− γ) ∈ C0(∂BR) auf ∂BR

(2)

ist. Danach wenden Sie die Lösungsformel für (2) an und finden Sie die
Lösungsformel für (1).

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Seien Ω ein beschänktes Gebiet in Rn, n ≥ 2 und f : Ω → R eine beschränkte und
messbare Funktion. Weiter sei uf (x) =

∫
Rn Φ(|x− y|)f(y)dy für x ∈ Rn das im Satz

3.2 definierte Newton-Potential.
(a) Zeigen Sie uf ∈ C1(Rn) und

∂xiuf (x) =

∫
Ω

∂xiΦ(|x− y|)f(y)dy.

Bitte wenden Sie



(b) Weiter sei f ∈ Cα(Ω) für ein α ∈ (0, 1) und beschränkt. Zeigen Sie uf ∈ C2(Ω),
−∆uf = f .
Bemerkung: Man kann im Fall (b) sogar zeigen ∂i∂juf ∈ Cα(Ω)

Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Sie 1 ≤ p <∞. Bestimmen Sie alle α > 0, so dass die Funktion

u(x) =
1

1 + |x|α
, x ∈ Rn

zu W 1,p(Rn) gehört. Geben Sie für diese Fälle die schwache Ableitung an.
(b) Bestimmen Sie alle β > 0, so dass die Funktion

u(x) =
1

|x|β
, x ∈ Rn

zu W 1,1(B1(0)) gehört.

Aufgabe 5 (Anwesenheitsaufgabe) (0 Punkte)

Gegeben seien ein reguläres Gebiet Ω ⊂ Rn und eine Funktion u ∈ C2(Ω) mit u = 0
auf ∂Ω. Zeigen Sie die folgende Ungleichung: für beliebiges ε > 0 gilt:∫

Ω

|Du|2 ≤ ε

∫
Ω

(∆u)2dx+
1

4ε

∫
Ω

u2dx.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Mon-
tag, 25.11., vor der Vorlesung.
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