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Aufgabe 1 (Anwesenheitsaufgabe) (0 Punkte)

Sei u eine glatte Losung des Problems
ur — Au =0 in R" x (0, 00).

(1) Man beweise, dass
uy(z,t) = u(Az, \*t)

ebenfalls eine Losung der Warmeleitungsgleichung ist fiir A € R.
(2) Mit (1) beweise man, dass

v(x,t) = x - Du(x,t) + 2tuy(z, t)

eine weitere Losung der Warmeleitungsgleichung ist.
(3) Man zeige, dass die “Kelvin-Transformation”

T =2
’U(SE,t) = We 4t U(?, T)
auch eine Losung ist.
Aufgabe 2 (4* Bonuspunkte)

Gegeben sei die stetige Funktion ¢ : [0, 7] — R so, dass ¢(0) = ¢(7) = 0. Zeigen
Sie die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
u € CY([0,00) x [0,7]) N C>=((0,00) x [0, ]) fiir das Problem

u = Au, in (0,00) x (0,7),
) = o(x), z € [0, 7],
u(t,0) = wu(t,m) =0, te(0,00).

Hinweis: Man setze das Anfangsdatum ¢ ungerade und 2m-periodisch als stetige
Funktion nach R fort und benutze den Existenz- und Findeutigkeitssatz auf (0,00) x
R. Man zeige, dass fir diese Losung gilt: u(t,0) = u(t,7) = 0.

Bitte wenden Sie



Aufgabe 3

Sei ¢ : R® — R eine beschrinkte stetige Funktion. Sei u :
beschrinkte Losung des Cauchyproblems

w = Au, in (0,00) x R,
uw(0,2) = ¢(x), zeR"

wobei u € C12([0, 00) x R™). Man zeige:

sup u = sup ¢, inf  u =inf .
[0,00) X R™ Rn [0,00) xR™ Rn

Aufgabe 4 (Anwesenheitsaufgabe)

(4* Bonuspunkte)

[0,00) x R* — R eine

(0 Punkte)

Gegeben seien ein regulires Gebiet 2 C R™, der Raum-Zeit-Zylinder Qr = Qx (0,77,

¢ € C°(Q) und eine Losung u € C12(Q7), des Problems:

uy = Au, in Qrp,
u = 0, auf 92 x (0,77,
u0,2) = px), v,

Es sei auch u; € CY2(Qp)NCO(Qr), us 0, (-, ) € CO(Q). Man definiere die thermische

Energie des Korpers €2 zur Zeit t:

B(t) = |lu(-, )l 72(0)-
Beweisen Sie, dass fiir jedes 0 < t; <t <ty < T gilt:

to—t t—tg

E(t) < [E(t)]=7 [E(ty)] =

Hinweis: Man studiere E'(t) und E"(t) und zeige

E"(t) = 4/(ut)2d:v
Q
Man benutze die Héldersche Ungleichung, um zu zeigen:

(B'(1) < EWE"().

Man nehme zundchst E(t) > 0 an; dann ezistiert t — logE(t) und man zeige die

Konwvexitit dieser Funktion.

Frohe Weihnachten!

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen auf jedes Losungsblatt. Abgabe ist am Montag,

13.01., vor der Vorlesung.



