Losungen Serie 10

Aufgabe 1

(a)

Wir betrachten das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten eines Vektors a = ajv; + agvs.
Hier seien vy, v9 die Hauptkrimmungsvektoren in einem festen Punkt.
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& r1(at)? + ra(ag)? =0
(a1)2 4 (a2)2 =1
Dieses Gleichungssystem hat vollen Rang, es sei denn k1 = ko = 0, dann aber ist jede Rich-

tung eine Asymptotenrichtung. Aufler in diesem Falle werden wir auf folgende Bedingungen
gefiihrt:

K2

a3 =
K2 — R1
K1

i3 =
K1 — K2

Ist die GauBkriimmung positiv, also beide Hauptkriimmungen mit gleichem Vorzeichen, so
ist fiir a? oder a3 eine negative Zahl gefordert oder der Nenner ist gleich 0. Es treten also
keine Asymptotenrichtungen auf.

Fiir Gaulkriimmung gleich 0 und 1 # 0 ist

Es zeigt also vg in Asymptotenrichtung

Ist die GauBkriimmung negativ, also etwa k1 > 0 und kg < 0, so ist

a)p = :l:\/ RoKR2 — K1
ay = £vVK1K1 — K9

Es gibt also die Asymptotenrichtungen
W4+ = KoKy — K1V1 £ VK1K1 — KaUs

Ist k1 = —ko, so ergeben sich die Asymptotenrichtungen
1 n 1

= —u £ —=vy,
V2R

welche aufeinander senkrecht stehen. Stehen umgekehrt die Asymptotenrichtungen senkrecht
aufeinander, so nimmt die Weingartenabbildung die Form
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an. Als Eigenwerte ergeben sich a und —a.
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Aufgabe 2
_ of

Wir bestimmen zunéchst die Ableitung von F'. Der Kiirze halber bezeichnen wir mit f,, := 5. und
fv = %

1 0
DF,,=[0 1
Ju  fo

Die Spalten der Ableitung bezeichnen wir mit 9, bzw. 9, Wir bestimmen weiter die Erste Funda-
mentalform, den Normalenvektor und die Zweite Fundamentalform:
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N = 0
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Guu =1+ fg
Guv = fufv
Guv = 1+ f,f
det(g) =1+ f+ fo
1
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g = detgfufv
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Ryo = <8v8U,N> = < 0 ,N> — VU
Jov (I + A+ f2)

Daraus 148t sich schon einmal die Gaulkriimmung ablesen:

K— deth _ fuufvv - 31}
Cdetg  (1+ )4 fHA+ 2+ 12)

Fiir die mittlere Kriimmung bestimmen wir die kurz noch die Diagonale des Weingartenoperators

(L+ f2) fuu

I+ 24+ DVA+ )0+ f2)
(L+ f2) foo

I+ 2+ HVA+ 0+ f2)

SZ = guuhuu + guvhuv =

S:)) — g'l)uhuv +g1)1)hvv —

Die mittlere Kriimmung ist also

O D) fuut (A4 f2) foo
20+ 2+ fHVA+ DA+ f3)




Aufgabe 3
Es ist

T T T T
DFV¢fn = (De(DpyF)) = (De(fDyF)) = De(f)(DyF) +f(De(DyF)) = De(f)DFn+fDFVen
Da DF punktweise ein Monomorphismus ist, gilt die Behauptung

Vefn = De(f)nfVen

Aufgabe 4
Es ist

wobei 72 + 32 = 1 sei. Die Ableitung von F ist

7COsp —rsing

DF = [ r7sing rcose | =: (0, 0,)
z 0
Die Normale ist _
—Zcosp
N = | —zZsingp
7,2

Nun sind die zweiten Ableitungen zu bestimmen und beziiglich der orthogonalen Vektoren (9, d,,, N)
zu beschreiben. Man erhélt die Komponenten {iber das Skalarprodukt, wobei |0,| = r zu beachten
ist.

7 COS
00y = | Fsing | = (=2F +72)N
Z
—rsinp ;
00, = | rcosp | =-0,
r
0
—7Cos
0,0, = | —rsing | = —r70, + rZN
0

Aus diesen Gleichungen lassen sich die Christoffelsymbole ablesen:
7'n
ng& = Fir = ;
Lo, =—rr

Alle anderen Christoffelsymbole sind gleich Null.



