
Lösungen der Aufgabenserie 4

Aufgabe 1

(a) Es sei I = [a, b]. Wir setzen zunächst

v(t) := | d
dtc(t)|

σ(t) :=
∫ t

a

v(t)dt

Der Tangentialvektor ist dann

T (s) =
d

ds
c(σ−1(s)) =

1
σ̇(σ−1(s))

c′(σ−1(s))

Und an der Stelle s = σ(t) ist der Tangentialvektor

T (σ(t)) =
1

v(t)
c′(t)

Für die Ableitung des Tangentialvektors gilt:

d

dt
T (σ(t)) = v(t)T ′(σ(t)) = v(t)κ(σ(t))N(σ(t)),

was zu zeigen war.

(b) Es ist

c′ = vT

c′′ = v′T + vT ′ = v′T + v2κN

〈c′′′, B〉 = 〈v2κN ′, B〉 = v3κτ

Es ist dann
det(c′, c′′, c′′′) = det(vT, v2κN, v3κτB),

woraus die Behauptung unmittelbar folgt, da 〈c′′, N〉 = κv2 ist.

Aufgabe 4

1. Die Parametrisierung ist

c : t 7→



(t, 1− t2), −1 ≤ t < 1(
(2− t) + 1

2 (t− 1), 1− t
)

1 ≤ t < 2(
1
2 (3− t) + 1

2 (2− t), t− 3
)
, 2 ≤ t < 3(

− 1
2 cos π(t− 3), 1

2 sinπ(t− 3)
)
, 3 ≤ t < 4(

1
2 (5− t) + 1

2 (4− t), 4− t
)
, 4 ≤ t < 5(

1
2 (t− 6) + (5− t), (t− 6)

)
, 5 ≤ t < 6

Oder vereinfacht

c : t 7→



(t, 1− t2), −1 ≤ t < 1(
− t

2 + 3
2 , 1− t

)
1 ≤ t < 2(

5
2 − t, t− 3

)
, 2 ≤ t < 3(

− 1
2 cos π(t− 3), 1

2 sinπ(t− 3)
)
, 3 ≤ t < 4(

9
2 − t, 4− t

)
, 4 ≤ t < 5(

− t
2 + 2, t− 6

)
, 5 ≤ t < 6
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2. Es ist r(t) =
√

x(t)2 + y(t)2. Folglich

r(t) =



√
t2 + (1− t2)2, −1 ≤ t < 1√
1
4 (t− 3)2 + (1− t)2, 1 ≤ t < 2√
( 5
2 − t)2 + (t− 3)2, 2 ≤ t < 3

1
2 , 3 ≤ t < 4√

( 9
2 − t)2 + (4− t)2, 4 ≤ t < 5√

(2− t
2 )2 + (t− 6)2, 5 ≤ t ≤ 6

Die Winkelfunktion ist

ϕ(t) =



arctan( t
1−t2 ), −1 ≤ t < 1

−π
2 + arctan(2(1−t)

(3−t) , 1 ≤ t < 2

−π + arctan(
5
2−t

t−3 ), 2 ≤ t < 3
−2π − π(t− 3), 3 ≤ t < 4

−3π + arctan(
9
2−t

4−t ), 4 ≤ t < 5

−3π + arctan(
− t

2+2

t−6 ), 5 ≤ t ≤ 6

Hier gelten die üblichen stetigen Fortsetzungen arctan(±∞) = ±π
2 . Wir sehen also, dass die

Umlaufzahl um die Null −4π beträgt.
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