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Aufgabe 1

(a) ( konzeptueller Beweis) Der Satz von Riesz besagt, dass das Skalarprodukt einen Isomorphis-
mus liefert von V in seinen Dualraum V ∗.

[ : v 7→ g( : , v)

Die Umkehrabbildung bezeichnen wir mit ] : V ∗ → V . Nun ist eine Bilinearform eine lineare
Abbildung von V nach V ∗, wenn man sie als Abbildung

h̃ : v 7→ h(·, v)

betrachtet. Definiere S durch
Sv := (h̃v)] v ∈ V (1)

Dann ist
g(v, Sw) = (Sw)[v = (h̃w)][v = (h̃w)v = h(v, w)

(Beweis mit Satz von Sylvester) Es gibt eine Orthonormalbasis e1, . . . , en bezüglich g; setze
S(ei) :=

∑
j hijej ; Rest ist klar.

(Beweis mit Koordinaten) Sei e1, . . . , en eine Basis von V mit dualer Basis e1, . . . , en, also
ei(ej) = δij . Dann ist

g(ei, ·) =
∑

j

gije
j in V ∗,

also (gij) die Matrix des Rieszisomorphismus [. Es sei (gij) die Inverse Matrix zu (gij), also
die Matrix zu ]. Wie in (1) setzen wir

Sk
i :=

∑
j

gkjhji

Alles weitere folgt.

(b) Ist h symmetrisch, so gilt

g(v, Sw) = h(v, w) = h(w, v) = g(w,Sv) = g(Sv, w)

Aufgabe 2

(a) Wir kennen aus der Vorlesung das Transformationsverhalten des Weingartenoperators S

S̃|v = (DΦ)−1|vS|ΦvDΦ|v

Bilden wir die Spur auf beiden Seiten, so sehen wir

H̃|v = H|Φv

(b) Nach Aufgabe 1 sind die Komponenten des Weingartenoperators Sik =
∑2

j=1 gijhjk. Bilden
wir die Spur und teilen durch Zwei, so erhalten wir

H =
1
2

2∑
i,j=1

gijhij

(c) Da der Endomorphismus S(x) symmetrisch und daher diagonalisierbar ist, ist seine Spur
bezüglich einer Basis aus Eigenvektoren tr S = λ1 + λ2 die Summe der Eigenwerte. Der
Basisinvarianz der Spur zuliebe muß also auch bezüglich der Standardbasis tr S = λ1 + λ2

sein.
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Aufgabe 3

(a) Die Rotationsfläche hat die Parametrisierung

F : (t, ϕ) 7→

r(t) cos ϕ
r(t) sinϕ

z(t)


Wie schon vorher bestimmt, sind die Spalten der Ableitung und der Normalenvektor

∂t =

ṙ cos ϕ
ṙ sinϕ

ż

 ∂ϕ =

−r sinϕ
r cos ϕ

0

 N =
1√

ṙ2 + ż2

−ż cos ϕ
−ż sinϕ

ṙ


Insbesondere ist

g11 = ṙ2 + ż2 g12 = 0 g22 = r2

Die zweiten Ableitungen sind

∂t∂t =

r̈ cos ϕ
r̈ sinϕ

z̈

 ∂t∂ϕ =

−ṙ sinϕ
ṙ cos ϕ

0

 ∂ϕ∂ϕ =

−r cos ϕ
−r sinϕ

0


Die Komponenten der Zweiten Fundamentalform bestimmt man mittels der Weingartenfor-
mel

h11 = 〈∂t∂t, ν〉 =
1√

ṙ2 + ż2

〈r̈ cos ϕ
r̈ sinϕ

z̈

 ,

−ż cos ϕ
−ż sinϕ

ṙ

〉 =
−r̈ż + z̈ṙ√

ṙ2 + ż2

h12 = 〈∂t∂ϕ, ν〉 =
1√

ṙ2 + ż2

〈−ṙ sinϕ
ṙ cos ϕ

0

 ,

−ż cos ϕ
−ż sinϕ

ṙ

〉 = 0

h22 = 〈∂ϕ∂ϕ, ν〉 =
1√

ṙ2 + ż2

〈−r cos ϕ
−r sinϕ

0

 ,

−ż cos ϕ
−ż sinϕ

ṙ

〉 =
rż√

ṙ2 + ż2

Und folglich ist

S = (gijhjk) =
(

1
ṙ2+ż2 0

0 1
r2

)( ṙz̈−r̈ż√
ṙ2+ż2 0
0 rż√

ṙ2+ż2

)
=

(
ṙz̈−r̈ż

(ṙ2+ż2)3/2 0
0 rż√

ṙ2+ż2

)
(b) Für das Katenoid

r(t) = cosh t, z(t) = t

ergibt sich folglich

S11 = − cosh t

(sinh2 t + 1)3/2
= − cosh−2 t S22 =

cosh t

cosh2 t
√

sinh2 t + 1
= cosh−2 t

und damit H = 0.

Aufgabe 4

Wir nennen β := F ◦ γ,

κ cos θ = κ〈ν|0, N |γ(0)〉
= 〈Ṫ |0, N |γ(0)〉
= 〈|β̇|0|−2β̈|0, N |γ(0)〉
= 〈|β̇|0|−2(D2F |γ(t)(γ̇(0), γ̇(0)), N |γ(0)〉
= |β̇|−2D2Fh(γ̇(0), γ̇(0))
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