Losungen Serie 9

Aufgabe 1

(a) (konzeptueller Beweis) Der Satz von Riesz besagt, dass das Skalarprodukt einen Isomorphis-
mus liefert von V' in seinen Dualraum V*.

b: v g(:,v)

Die Umkehrabbildung bezeichnen wir mit §: V* — V. Nun ist eine Bilinearform eine lineare
Abbildung von V nach V*, wenn man sie als Abbildung

h:v— h(-,v)
betrachtet. Definiere S durch ~
Sv:= () veV (1)
Dann ist ~ ~
g(v, Sw) = (Sw)*v = (hw)*v = (hw)v = h(v, w)
(Beweis mit Satz von Sylvester) Es gibt eine Orthonormalbasis ey, .. ., e, beziiglich g; setze

S(ei) == Zj hije;; Rest ist klar.

(Beweis mit Koordinaten) Sei e1,...,e, eine Basis von V mit dualer Basis e!,...,e", also
e‘(ej) = (Sij. Dann ist

9(617 ) = ZQ”EJ iIl V*,
J

also (g;;) die Matrix des Rieszisomorphismus b. Es sei (¢*/) die Inverse Matrix zu (g;;), also
die Matrix zu §. Wie in (1) setzen wir

S7k = Z gkjhji
J

Alles weitere folgt.
(b) Ist h symmetrisch, so gilt
g(v, Sw) = h(v,w) = h(w,v) = g(w, Sv) = g(Sv, w)

Aufgabe 2
(a) Wir kennen aus der Vorlesung das Transformationsverhalten des Weingartenoperators S
Slo = (D®) "o S|a0 D®L,
Bilden wir die Spur auf beiden Seiten, so sehen wir
Hl|, = H|g,

b) Nach Aufgabe 1 sind die Komponenten des Weingartenoperators S;;, = 2 g% h.. Bilden
Jj=1 J
wir die Spur und teilen durch Zwei, so erhalten wir

2
1 ii
= > g7 hij

ij=1

(¢c) Da der Endomorphismus S(z) symmetrisch und daher diagonalisierbar ist, ist seine Spur
beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren trS = A\; + Ay die Summe der Eigenwerte. Der
Basisinvarianz der Spur zuliebe mufl also auch beziiglich der Standardbasis tr.S = A\ + Ay
sein.



Aufgabe 3

(a) Die Rotationsfliche hat die Parametrisierung
r(t) cosy
F:(t,p)— | r(t)sing
z(t)
Wie schon vorher bestimmt, sind die Spalten der Ableitung und der Normalenvektor
7" COS —rsine 1 —Zcosp
Oy = | rsingp 0, =| rcose N=———| —Zsinp

z 0 VT2 4 22 T

Insbesondere ist

g1 =72 + 32 g12 =10 goo =12

Die zweiten Ableitungen sind

7 COS —rsinp —7COos
00y = | Fsing 0:0, = | Tcosep 0,0, = | —rsing
z 0 0
Die Komponenten der Zweiten Fundamentalform bestimmt man mittels der Weingartenfor-
mel
his = (Bi00) 1 fgf’s‘p _Z.zf’s‘p —Fi o+ E
= V)= e rsim y | —# S =
11 t0t i1 2 ;i ¥ p ¥ Tt a2
1 —rsin e —Zcosp
his = (040,,V) = —— 7 COS , | —Zsin =0
12 < tOyp > m < 0 ' p ¥ >
. (O 5) 1 —T oS¢ —Zcosp s
= V) = —— —7 Sin 5 —Z S1ln =
22 wVUp /7’[“2 T 32 0 ¥ . ¥ /71"2 T 32

Und folglich ist

oo\ [ o R 0
S:(gjhjk): " -62 % TOZ rZ = 0 rZ
d /7;2+Z'2

(b) Fiir das Katenoid

ergibt sich folglich
ht ht
Si1 = —*32 = —cosh™2¢ Sog = cos = cosh™2¢
(sinh™t +1)3/ cosh? tv/sinh? ¢ + 1

und damit H = 0.

Aufgabe 4
Wir nennen g := F o,
Kcosl = /1(1/|0,N\7(0)>
= (Tlo, Nly(0))
= (18l 7*Blo, Nl1(0))
= (18lol"*(D*F 5 (7(0), 4(0)), N1 0y)
= |67 D*Fh(+(0),4(0))



