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In diesen Aufgaben soll die Frenet-Theorie fiir Kurven erarbeitet werden. Wenn Sie
die Definitionen kennen, gibt es 16 Punkte. Choose your favorite Space curve and
use it to give an example of each definition.

Definition 1 Seic € C*(I,R") regulir. Ein System von Funktionen v; € C°(I,R™)
fiuri=1,...,n heift begleitendes n-Bein lings c, falls gilt:

vy = ﬁ und  (v;(t),v;(t)) = &;; fir allet € 1.

Lemma 1 Fiirvy,...,v, € C*(I,R") undty € I sind folgende Aussagen dquivalent:
(]_) <U,‘,’Uj> = (51']‘ fur 1 S Z,j S n.

(2) Es gibt Funktionen a;; € C°(I) mit aj; = —a;j, so dass gilt:

v = Zaijvj firi=1,....,n und (v;(to),v;(to)) = 0y

j=1

BEWEIS: (1) = (2): Da vy, ..., v, Orthonormalbasis, gilt v, = >""

j=1 A5V mit Q5 =
(v}, v;), und es folgt

aji = (v3, i) = (v;, 0) = () = —aj;.
~—~

=0
(2) = (1): Fir die Funktionen g¢;; = (v;, v;) gilt g;;(to) = d;; und

n n n n

gy = (05 03)+ (i, v5) = () amve, vi)+(0i Y agpor) = > @iy, )+ agi(vi, vi),

k=1 k=1 k=1 k=1

das heifit

n

9ij = Z Qikgjk + Z @ik Gik-

k=1 k=1
Die gi;, 4,7 = 1,...,n sind damit Losungen eines linearen, homogenen System von
n? Differentialgleichungen erster Ordnung. Dieses Differentialgleichungssystem wird
aber auch durch die konstanten Funktionen 9,5, ¢,7 = 1,...,n, gelost:

n n
2 : 2 : /

aikéjk + ajkéik = Qg5 + Qj; = 0= 52]
k=1 k=1

Aus der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblems folgt (v, v;) = d;;. O



Definition 2 Fine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ € C*(I,R3) heifst
Frenetkurve, falls #(s) # 0 fir alle s € 1. Das Frenet-Dreibein T, N, B von c ist

T = ¢ (Tangentenvektor)

/!

N = ‘CT‘ (Hauptnormalenvektor)
c

B = T x N (Binormalenvektor)

Dabei bezeichnet x das Kreuzprodukt im R3.

Definition 3 Sei ¢ € C3(I,R?) eine nach der Bogenlinge parametrisierte Frenet-
kurve. Die Torsion von c st die Funktion

PiISR, (s) = (N'(s), B(s)),
wober T', N, B das Frenet-Dreibein von c ist.

Beispiel 1 Fiir die Schraubenlinie ist

T(s) =

a

r2 4+ a?

Lemma 2 (Frenetgleichungen) Sei c € C3(I,R?) nach der Bogenlinge parame-
trisierte Frenetkurve mit Frenet-Dreibein T', N, B. Dann gilt

T = 0 + N + 0
N = —xT + 0 + 7B
B = 0 — 7N 4+ 0

BEWwEIS: Wegen T' = ¢ und » = || ist T" = ¢’ = »N, und 7 = (N’, B) gilt nach
Definition 3. Da die Matrix schiefsymmetrisch sein muss, sind alle Matrixelemente
bestimmt. O

Satz 1 Sei c € C*(I,R3) nach der Bogenlinge parametrisiert.
(1) Ist 5 =0, so liegt c¢(I) in einer Geraden.
(2) Ist c € C? Frenetkurve und T =0, so liegt c in einer Ebene.

BEWEIS: Ist s = 0, so folgt ¢’ = 0 und somit ¢(s) = p + sv mit p,v € R3, womit
(1) gezeigt ist. Unter der Annahme (2) folgt aus den Frenetgleichungen B’ = 0,
also B(s) = b fiir ein b € R3 mit |[b] = 1. Weiter gilt dann (c,b)’ = (¢,b) = 0, da
¢ =T 1 B, und hieraus (c,b) = a fiir ein a € R. Damit verlduft ¢ in der Ebene
{z e R®: (x,b) = a}. O



Satz 2 (Hauptsatz fiir Raumkurven) Seien k € C'(I),k > 0, und w € C°(I)
gegebene Funktionen. Dann gibt es eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve
c € C3(I,R®) mit Kriimmung s = k und Torsion T = w. Die Kurve c ist eindeutig
bestimmt bis auf Anwendung einer orientierungserhaltenden Fuklidischen Bewegung.

BEWEISs: Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Seien ¢, ¢ : I — R? zwei solche Kurven,
mit zugehorigen Frenetbeinen {7, N, B} bzw. {T', N, B}. Da die Frenet-Dreibeine
positiv orientiert sind, gilt nach einer eigentlichen Bewegung fiir ein sy € 1

c(so) = ¢(sp) und  T(so), N(so), B(so) = T(s0), N(s0), B(so).

Sowohl T', N, B als auch T, N , B erfiillen die Frenetgleichungen mit den Koeffizien-
ten > = k und 7 = w. Aus der eindeutigen Losbarkeit der Anfangswertproblems
folgt TN, B =T, N, B und hieraus ¢ = ¢ wegen ¢’ =T bzw. & =T.

Sei nun T, N, B eine C!'-Losung des Frenetsystems mit Koeffizienten » = k&
und 7 = w zu den Anfangswerten 7'(sg), N(so), B(so) = ei,es,e3. Eine solche
Losung liefert der generelle Existenzsatz fiir Anfangswertprobleme fiir gewohnliche
Differentialgleichungen (Stichwort: Picard-Lindelof). Da die Koeffizientenmatrix in
den Frenetgleichungen schiefsymmetrisch ist, ist 7', N, B orthonormal fiir alle s € I.
Definiere

ce C*I,R?), c(s) = /S T(s')ds'.

Wegen ¢ = T ist ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert und es gilt ¢/ =1T" = kN.
Also ist N die Hauptnormale sowie k > 0 die Kriimmung von ¢. Da k € C! nach
Voraussetzung und N € C| folgt weiter ¢ € C3(I,R?). Nun ist die Orthonormalbasis
T, N, B an der Stelle sy positiv orientiert und det(7', N, B) hingt stetig von s ab,
also ist B der Binormalenvektor der Kurve ¢ und es folgt 7 = (IV/, B) = w. O
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