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Aufgabe 1: Fl ist gegeben durch pg,l. Sei

pn(T) = (Y1, 92), (1)
dann ist 14
2 Lo
-0 2
W =1, (2)
und somit | |2
yl©—1
SPEES o
Daraus folgt
1
Fy =pyt(y) = ——(|ly|> = 1, 2y1, 210). 4

Die stereographische Projektion vom Siidpol ist gegeben durch
ps =pnoT, (5)

wobei T' die Spiegelung and der (x1,x2)-Ebene ist.

Damit ist
Fs=pg' =T 'oFy=ToFyx (6)

und 1
FyloFs(y) =pyoToFy(y) = W(yhyz). (7)

Aufgabe 2: Wir beginnen mit Teil (c), weil wir diese Rechnung benétigen, um (a)
zu lGsen.

()

gt = (Fy, Fy) = 7% + 2%, (8)
909 = (Fy, Fg) =1, (9)
g0 = gor = (Fp, Fy) = 0. (10)

(a) Fiir zwei Vektoren v, w € R? gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
| (v, w) | < |v]|w] (11)
genau dann mit Gleichheit, wenn die Vektoren linear abhéngig sind. Nun gilt
lgt0]* = 0 <12 (7% + 2%) = googur, (12)

weil 7 > 0 und c regulér ist. Daher sind F; und Fjy linear unabhangig. Da c regulér
und injektiv ist. Um zu zeigen, dass das Bild von F' eine regulare Flache ist, verwende
lokale stetige Inverse von ¢ und von 6 — (cos,sinf) : Sei 7 eine lokale inverse von ¢
und 9 eine lokale Inverse der letzteren Abbildung, dann ist eine lokale stetige Inverse
von F' gegeben durch

F~Y(v,w,z) = (w (mx) ) (\/%» . (13)

Da r > 0 vorausgesetzt wurde und ~y als auch ¥ stetig sind, ist F'~! stetig. Man
beachte nochmals, dass es sich bei F~! nicht um eine globale Umkehrfunktion handelt,
sondern um eine lokale. Verzichtet man auf die Stetigkeit von 7, so gilt die Darstellung
auch global. So sieht man, dass F injektiv ist.



Die Tangentialebene wird aufgespannt von

F, = (r'(t)cos 0,7 (t)sin 0, 2’ (t)) (14)
und von
Fp = (—r(t)siné,r(t) cos,0). (15)
Die Normalenvektoren sind dann
Ft X Fe
TR SR
=4+ (—2'rcosf, —2'rsinb,r'r).
IF < Fll )
(b) Es gilt
d(t) = (—sint, cost). (17)

Somit ist ¢ regular und c ist injektiv, da es sich um eine Kreispaprametrisierung um
den Punkt (2,0) handelt. Somit ist die Fléche ein Torus mit Meridianen

t— ((24 cost)cosf, (2 +sint)sin b, sint) (18)
und Breitenkreisen
0 — ((24 cost)cos®, (2 +sint)sinf,sint). (19)

Tangentialvektoren und Normalen rechnet man mit Hilfe von (a) aus.

Aufgabe 3: Die Fliche ist ein Spezialfall der aus Aufgabe 2 mit r(t) = z(¢) = r,

r > 0. Die Metrik ist dann
2 0
=5 2) (20)

Nach Aufg. 2(a) ist ein Normalenvektor gegeben durch

1
n = ——=/(cosf,sinf, —1). (21)

V2

Somit ist die zweite Fundamentalform gegeben durch

= ) (22)

\/57

O*F
hog = <892’n> (23)

verwendet haben. Wahlen wir die andere Normale, so kehrt sich das Vorzeichen der
zweiten Fundamentalform um.

wobel wir die Formel

Es gilt
o (cogozetW’\}ﬁ) o)
und somit . 1
el = 5 (cot? @ + 1) efeore = metcota. (25)
Damit ist

L(c) = /Ow el = V2 [etT]: _ V2 (e“% - 1) . (26)

COS

Sei v = (1,0). Dann ist
¢y
T T ) = cosa. 27
QMMQQ @7



Hierbei zeigt der Index g jeweils an, dass Norm und Skalarprodukt bez. der Metrik
g gebildet werden, da wird die Kurven nicht in R3, sondern im Parameterbereich
betrachten.

Aufgabe 4: Es gelten

t .0 . 0 t .0 . 0\ t 0
Fy = <—2 SID§COSH—S1119 (1 +tCOS2) - smismé’—l—cose (1 + tcos 2) ,§cos 2>
(28)
und 0 4 0
F, = (cos 5 cos 6, cos 3 sin 6, sin 2) . (29)

Daher gelten

(Fy, Fpy = —sin@cos@cosg (1 —&—tcosZ) +cos€sinﬁcosg (1—&—150059) =0,

2
(30)
IF1” =1 (31)
und
2 0\*
1)l = 7 + (1 + tcos 2) (32)
Sei ¢ analog zu Aufgabe 2(a) definiert. Ferner sei (v, w,z) € Im F. Dann gilt
0\ 2
f(t,0) = (1+tcos2> =v? +w? (33)
und somit ( )
v, w
=9 —= 34
<\/v2 + w2> 39
Es gilt

6 6 t . 0
Vf(t,@)—2<1+tcos2> (COSZ,—281n2> (35)

fir alle (¢,6) € (—1,1) x (—m, 7). Insbesondere ist f; # 0. Daher kann man nach dem
Theorem tiber die implizite Funktion ¢ = ¢(6) schreiben, wobei

dt — fo
G- (36)

Somit haben wir in diesem Fall eine stetige Umkehrung von F' gefunden. Betrachtet
man nun eine Umbegung um —m, so kann man die dritte Koordinate verwenden, um
nach ¢ aufzudsen, da hier der Sinus hier nicht 0 ist.

Sei N eine stetige Normale. Dann hat die Determinante der Matrix (F}, Fy, N) ein
einheitliches Vorzeichen. Somit ist
Ft X F@

N=d+——7.
1F% < Fol|

(37)
Allerdings gilt
.0 a0 0 5 0
(Fy x Fp)(0,0) = | —sin 7 cos 0, — sin 0 sin 208 0 cos 3 + sin” 6 cos 3 (38)

und somit

(Fy x Fy)(—m,0) = (1,0,0) (39)

und
(Fy x Fp)(m,0) = (—1,0,0). (40)

Jede global stetige Normale macht also einen Sprung, wenn man einmal um K
herumléduft, im Widerspruch zur Stetigkeit.



