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Aufgabe 1
SeiQ c R" offen und beschréankt sowae e L*(Q, M,(R) elliptisch. Betrachten Si& = 1 o
LYo 1”1 L(Q) — L¥(Q) mit L : WA(Q) — Wy*(Q)’ definiert als

Lv(u) = f(Du, abDv)
Q

undl : W(Q) — L2(Q) definiert alslv = vundl’ : L3(Q) — W,?(Q)’ definiert als

I’f(u):fou.

Beweisen Sie zunaechsGf = f. Nehmen Sie nun an, daassymmetrisch und zeigen Sie
G = G* bezliglich de4 ? Skalarproduktes* : L? — L? ist definiert GUber die Identitat

f(Gu)v:fu(G*v) fur alleu, v e L3(Q).

Aufgabe 2
Seil = (0,00) und A # 0. Betrachten Sié\, : Wy?(1) — L2(I) definiert alsAju = U + Au.
Beweisen Sie

1. Wil < 1Al undulle < GlIAUlL.
2. Ayistinjektiv und hat abgeschlossenes Bild.

3. (BildA))* = {0} und ind@;) = O fur A > 0, (BildA,)* = Sparie®} und ind@,) = -1 flr
A1<0.

4. Der OperatoAg(u) = U, d. h.14 = 0, ist injektiv, jedoch ist Bild, dicht und nicht
abgeschlossen.

(Hinweis: Verwenden Sie die Vertauschbarkeit von Glattungsshevacher Ableituny.

Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass das unendliche Gleichungssystem

Xi+Zainj:bi (1S|<Oo)
=1
fur jedesb € I12(R) eine eindeutig bestimmte Losumgs 12(R) besitzt, falls fiir jeded € N die
N x N Matrix a postitiv semidefinit ist un@d’;’;_; ajj < co.

Aufgabe 4 (Neumann Problejn
SeiQ c R" beschrankte€!-Gebiet,a € L*(Q, My(R) undq € L*(Q). SeilL : W2(Q) —
WL2(Q)" schwach definert tiber

Lv = —div(aDv) + qv.
AulRerdem sea symmetrisch und elliptisch mjt > 0, d.h. es geltey;&é; > u > 0 fur alle
& e R". Zeigen Sie



1. List ein Isomorphismus, fallg(x) > 2 > 0O fur allex € Q.
2. L ist Fredholmsch mit Index Null.

3. Fur die Existenz einer schwachen Lésung von
—div(aDv) = f in L2
Dv-an= 0 aufdQ.

ist die Bedingunng f = 0 notwendig und hinreichend. Hier istdas &ulRere Normalen-
vektorfeld andQ und @n); = 3; a;n; in lokalen Koordinaten.

(hinweis: die einbettung W/(Q) c L?(Q) ist fuir solcheQ kompakt nach dem Satz von Rellich,
benutzen Sie dies als black bpx.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen sowie die Nummer Ihrer Ubunigggrauf jedes Losungsblatt.
Abgabe ist am Montag, den 18.01.10, bis 9.15 Uhr.



