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Aufgabe 1

Beweisen Sie flr beliebige BanachrauXié& undT € L(X, Y) die Aussagen

1.) AusT surjektiv folgtT” injektiv.

2.) AusT’ surjektiv folgtT injektiv.

Dabei istT’ : Y’ — X’ die adjungierte Abbildung, d.A.’y' (x) = y'(T X). Geben Sie ein Gegen-
beispiel fur die Umkehrung von 2.) an.

Aufgabe 2

Sei X ein reeller HilbertraumK € L(X, X) kompakt, selbstadjungiert und positiv semidefinit
(also(Kx, xy > 0 fur alle x). Zeigen Sie, dass Eigenwerlg und Eigenvektoren, fir k > 1
auch induktiv wie folgt bestimmt werden kdnnen:

1) A = sup<Kx, Xy @ [IX]| =1, x L W},

2.) vk = zugehorige Maximumestelle,

3.) Vk = span{vy, ..., v} undVy = {0}.

Werden hierdurch alle Eigenvektoren erfasst?

Aufgabe 3
Betrachten Sie auf?(l), | = [0, 1] den Hilbert-Schmidt Integraloperator

GV = f. 9(x YV() dy

mit
(1-x)y furO<y<x

9(xy) = {(1—y)x fiirx<y< 1.

Zeigen Sie: Die Eigenwerte vda sind(jiﬂ)2 (J € N) mit Eigenfunktionerv; = sin(jrX). Die
Eigenfunktionen bilden eine Hilbertbasis vbf(l).

Aufgabe 4
Betrachten Sie das schwache Eigenwertprobdem Au = 0 in Q undu = 0 aufoQ fur den
Quader

Q=x,0R) mitRy,...,R,>0.

Definieren Sie dann fik = (k, ..., ky) € N"
1) A= Tk 4, mit A, = (§)%

2.) &(x) = 1", € (x) mit & (2) = \/%sin(%z).
Zeigen Sie nun die Aquivalenz

(i) (4,u) € R x W2*(Q) Eigenldsung.
(i) Es gibt eink mit 2 = A, undu € span{g : A = Ay}.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen sowie die Nummer Ihrer Ubunigggrauf jedes Losungsblatt.
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