Klausur zur Funktionalanalysis SS 2014

Prof. Dr. E. Kuwert 1. August 2014

Beginn der Klausur: 8:30 Uhr Ende der Klausur: 11:00 Uhr

Name, Vorname: ..... .. ...

Nummer der Ubungsgruppe: ....... Matrikelnummer: ...............
Studiengang: ........... ... Semesterzahl: ..........
Aufgabe 11 2 3| 4| 5| 6| Summe

erreichbare Punktezahl | 4 | 4 | 3 2 5 3 21

erreichte Punkte

Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Kennzeichen Sie alle Zettel mit Namen und Nummer der Aufgabe.

e Geben Sie alle Zettel, auch die mit Nebenrechnungen, gemeinsam mit dem vollstandig
ausgefiillten Deckblatt ab.

e zugelassene Hilfsmittel: Vorlesungsskript (ohne Notizen), Stifte

e Ein Tauschungsversuch kann zum sofortigen Ausschluss und Nichtbestehen der
Klausur fiihren.

e Resultate aus der Vorlesung diirfen Sie als bekannt voraussetzen. Begriinden Sie
Thre Schritte.

e Es sind insgesamt 6 Aufgaben.

e Insgesamt sind 21 Punkte zu vergeben. Zum Bestehen sind 9 Punkte notwendig.
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Aufgabe 1 (4 =2 + 2 Punkte)
Seien X, Y Banachraume.

(1) Zeigen Sie, dass ||Al| = sup,ex, ||z <1 |4z eine Norm auf L(X,Y) ist.
(2) Zeigen Sie, dass L(X,Y’) ein Banachraum ist.
Losung. Zu (1): Mit z = 0 folgt ||A|| > 0. Ist ||A|| = 0, so folgt fiir  # 0

xz

Az = ol A(T) = 0.

]

Weiter gilt [|(AA)x[| = [A] || Az[], also [|AA] = [A[[[A]l. Und [|(A + B)z|| < [|Az|| + [ Bz,
also [[A+ B|| < [|A] + || B]|.
Zu (2): Sei A, Cauchyfolge in L(X,Y). Dann ist die Folge beschrénkt, also || Ax|| < C' < oo
fiir alle k. Nun gilt

|Are — Ajz|] < |Ax — Al |||l = 0 mit k,1 — oc.
Also existiert Ax = limy,_,, Arx. Es folgt

A\ + py) = ,}EEO(AAW + pAry) = Mz + pAy.

Weiter ||Az|| = limg_ o || Agz|| < C||z]|. SchlieBlich gilt fiir ||z <1

(A —A)z|| = klim |(Ag — A)z|| <& furl >l(e).
—00

Aufgabe 2 (4 =1+ 2+ 1 Punkte)
Sei f € C°(R) mit f(x + 1) = f(z) fiir alle z € R (also 1-periodisch).

(1) Zeigen Sie, das die Folge fr : [0,1] — R, fi(x) = f(kzx), eine Teilfolge hat, die
schwach in L?((0, 1)) konvergiert.

(2) Zeigen Sie fiir (a,b) C (0,1)
k—o0

i [ @) X (o) de = (b=a) [ sy

(3) Folgern Sie, dass die Folge f;, schwach in L?([0,1]) konvergiert gegen die konstante
Funktion mit Wert [f]jo,1) = fol f(y)dy.



Losung.
(1) Da f beschriinkt, ist die Folge f in L*([0,1]) beschrinkt. Dies ist ein Hilbertraum,
also reflexiv. Somit hat f eine schwach konvergente Teilfolge in L*([0, 1]).

(2)Seil<i<j<kmitae =2 i) be[Lt 1) also|i—al<i, [L-b<1
i/k 1 [
flkx)dx = E/ f(y)dy (Substitution kz = y)
i/k i
= y)dy (Periodizitéit von f)
1
— (b—a)/ fly)dy mit k — oc.
0
Weiter gilt
\/ f(kx) dx| + }/ flkz) d| < —.
b
Also folgt mit [ fo

1
/fk: X(ap) (®) dr — (b — a) / fly dy—/o[f][o,1}X(a,b)($)d$~

(3) Daraus folgt weiter

/01 fe(@)p(z)de — /Ol[f][O,l]SO(ZB) i

zunéichst fiir alle Riemannschen Treppenfunktionen ¢, dann fiir alle ¢ € C°([0,1]) durch
Approximation und schliellich fiir alle L?-Funktionen ¢, wieder durch Approximation.
Dabei verwendet man folgende Abschétzung:

/ Jil dx_/ol[f][o,llw(ﬂc) dr| <

/0 Fle)(o(w) = es@)da| + | [ (fila) = Flones(a) da

wobei (¢;)jen € C°([0,1]) eine approximierende Folge von ¢ € L? ist. Die Funktionenfolge
fx ist beschrinkt in L? (und auch in C). Zu € > 0 wihle ein j so dass

/ fila 2i(2)) da

/ Flon(9;(z) — p()) de

0

+| [ Uloatesto) - oo as]

€
< fllzzlle = esllee < Clie = @5llez < 5,

<_
2




Dann gilt wegen obiger Ungleichung (nun ist j fest auf der rechten Seite)

€ €
<-+-

I
im sup 513

k—o00

[ st~ [ etz

Dasselbe Argument greift auch fiir die Approximation C°([0, 1])- Funktionen durch Rie-
mannsche Treppenfunktionen

Aufgabe 3 (3 =1+ 2 Punkte) )
Sei M Teilmenge eines Banachraums X. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(1) M ist beschrankt
(2) Fiir jedes ¢ € X' ist sup,cp 0(z) < 0.

Losung. Ist M beschrankt und = € M, so folgt |o(z)| < ||o||||x]] < C||#]|. Sei nun (2)
gegeben. Sei J : X — X" kanonische Einbettung (isometrisch). Es folgt dann fiir jedes
pe X'

sup Jz(¢) = sup ¢(x) < oo.
xeM zeM

Indem wir —¢ betrachten, folgt auch Schranke nach unten, das heifit {Jz : 2 € M} C X"
ist punktweise gleichmifig beschrankt. Nach Banach-Steinhaus ist dann

sup [z]| = sup || Jz|| < oo.
zeM zeM

Aufgabe 4 (2 Punkte)

Der Raum BCY([0, 0)) aller stetigen, beschrinkten Funktionen u : [0, 00) — R wird mit

der Norm ||u|| = sup,q |u(z)| versehen. Zeigen Sie: es gibt eine stetige Linearform ¢ auf
BC°(]0,00)) mit

¢(u) = lim u(x), wann immer dieser Grenzwert existiert.
T—00

Losung. Sei X der Unterraum aller Funktionen wu, fiir die der Grenzwert existiert. Auf
X ist ¢(u) = lim,_,o u(x) wohldefiniert und linear, und es gilt

[o(u)] < lull

Nach Hahn-Banach hat ¢ eine stetige, lineare Fortsetzung ¢.

Aufgabe 5 (5 =2+ 2+ 1 Punkte)
Es sei X Banachraum, und Y C X abgeschlossener Unterraum. Zeigen Sie:

(1) Y ist auch abgeschlossen beziiglich schwacher Konvergenz.

(2) Sei z € X und yx, yo € Y mit y — yo schwach in X.
Dann gilt ||z — yo|| < liminfy_ o ||z — yil-

4



(3) Sei X reflexiv. Dann gibt es ein yo € Y mit ||z — yo|| = infyey ||z — y]|.

Losung. (1): Es konvergiere (yx)reny C Y schwach gegen ein yy € X. Wire yo ¢ Y, so
gibt es ein ¢ € X' mit ¢|y = 0 und ¢(yo) # 0. Aber dann ist

0= d(yx) — &(yo) # 0, Widerspruch.

(2): Wihle ¢ € X' mit [|¢]| = 1 und ¢(z — yo) = ||* — yo|| (Hahn-Banach, Folgerung 3.1).
Dann ist
|z — yol| = ¢p(x — yo) = lim P(x — yx) < liminf ||z — y.
k—o00 k—o00

(3): Wiéhle eine Minimalfolge 3, € Y. Dann ist
el <y — 2l + [lz] < C.
Da X reflexiv, konvergiert y; schwach gegen ein yo € X. Nach (1) ist yo € Y. Nach (2)

gilt
|2 = yol| < liminf [z — yi| = lim |lo — yf| = dist(2,Y) < [l — yol|-
k—oo k—o0

Aufgabe 6 (3 Punkte)

Sei Q C R” offen und beschréinkt. Zeigen Sie, dass W, () echte Teilmenge von W'2(Q)
ist.
Losung. Sei v € C°(Q) und ¢ € C'(Q). Dann gilt

O:/Qai(ugo) :/Q(&u)w—i—/ﬂu(& )

Durch Approximation gilt dies fiir alle u € Wy *(Q2). Betrachte u(z) = 1, also u € W'2(Q).
Wiire u € W,(Q), so folgt

/ Do =0 fiir alle p € CY(Q).
Q

Mit p(z) = x; ergibt sich ein Widerspruch.

ENDE DER KLAUSUR:
Viel Gliick und Erfolg!



