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Aufgabe 1 (Kürzeste Verbindung von drei Punkten, 8 Punkte)
Gegeben sei ein abgeschlossenes Dreieck ∆ in R2 mit Eckpunkten a1, a2, a3. Ein Punkt
x0 ∈ R2 heißt Steinerpunkt, wenn gilt:

L(x0) = inf
x∈R2

L(x) mit L(x) =
3∑
i=1

|x− ai|.

Zeigen Sie:

(a) Es gibt einen Steinerpunkt.

(b) Jeder Steinerpunkt liegt in ∆.

(c) Ist x Steinerpunkt und x /∈ {a1, a2, a3}, so sind die Winkel ∠(pi−1xpi) gleich 2π
3

.

(d) Ist der Winkel von ∆ bei ai mindestens 2π
3

, so ist ai der eindeutige Steinerpunkt.

(e) Sind alle Winkel von ∆ kleiner als 2π
3

, so gibt es einen Punkt x wie in (c), und dieser
ist der eindeutige Steinerpunkt.

Aufgabe 2 (innere Metriken, 8 Punkte)
Sei M ⊂ Rn ein Gebiet, und g ∈ C0(M,Rn×n) mit g(x) symmetrisch und strikt positiv
definit. Wir definieren d : M ×M → R durch

d(x, y) = inf
γ

{
Lg(γ) : γ : [a, b]→M stückweise C1 γ(a) = p, γ(b) = q

}
.

wobei Lg(γ) =
∫ b
a

√
g ◦ γ(γ′, γ′) dt. Zeigen Sie, dass d(x, y) eine Metrik ist, deren indu-

zierte Topologie gleich der Standardtopologie auf M ist.
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