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Vorwort

Hauptthema dieser Vorlesung ist die Theorie linearer elliptischer und parabolischer
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dieses Teilgebiet der partiellen Differen-
tialgleichungen ist einerseits gut und systematisch entwickelt, andererseits gibt es
diverse Anwendungen in Geometrie und Naturwissenschaften, die auf spezifische
mathematische Probleme fiihren.

Ein Beispiel eines linearen, elliptischen Differentialoperators zweiter Ordnung ist
der Laplaceoperator A, einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. In lokalen Koordinaten
ist

A= 2 (V/det g 05u)

gt — \/m e g9 s -

Zentrale Frage ist die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung v der Gleichung —Aju =
¢, also die Frage der Surjektivitét und Injektivitat von A,. Dazu muss der Operator in
einem passenden funktionalanalytischen Kontext betrachtet werden; das sind fiir uns
entweder die Sobolevraume W2?(M) oder die Holderrdiume C%%(M). Im Vergleich zu
einem Gleichungssystem mit endlich vielen Variablen liegt die Hauptschwierigkeit in
der Kompaktheit, da die beteiligten Rdume unendlichdimensional sind. Schliissel zum
Abbildungsverhalten sind dann die sogeannten a priori Abschédtzungen

[ullwren < C ([1Agullw-120n) + l[ullw-120n)),
beziehungsweise im Fall der Hélderrdume
[ullcz.eny < C ([Agullooan + l[ullcoaan).

Grundsétzlich arbeiten wir immer auf einer offenen Teilmenge des R"™, die globale
Aussage ergibt sich dann mit einem Uberdeckungsargument. Es werden keine Vor-
kenntnisse zu differenzierbaren Mannigfaltigkeiten benétigt.

Zu gegebener Zeit werden wir auch parabolische Differentialgleichungen betrach-
ten, also zum Beispiel die Warmeleitungsgleichung

Ou—Agu=f firu: M x[0,00) = R.

Die Idee ist, dass sich die Temperatur u = u(z, t) unter Diffusion dndert, bis fiir ¢t = co
die Gleichgewichtslage erreicht ist. Dieser Ansatz war in der Geometrischen Analysis
sehr erfolgreich, unter anderm beim Beweis der Vermutung von Poincaré.
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2] Friedman, A., Partial differential equations of parabolic type, Dover 2008.

[3] Gilbarg, D., Trudingen, N.,Elliptic partial differential equations of second or-
der, Springer Grundlehren 224, Berlin Heidelberg 2001.



1 L?-Theorie fiir elliptische Differentialgleichungen

1.1 Variationsrechnung

Die Variationsrechnung betrachtet Funktionale der Form F(u) = [q f(z,u(x), Du(x)) dx.
Kritische Punkte des Funktionals erfiillen die Euler-Lagrange Gleichung, eine Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung. Fiir Minimierer folgt zusétzlich die Bedingung von
Legendre-Hadamard.

Im folgenden sei 2 C R™ offen und beschriankt. Wir beginnen mit einer Losung
u € C%*(Q) der Poissongleichung (oder inhomogenen Laplacegleichung)

(1.1) —Au=qinQ, fiir g€ C’(Q).

Physikalisch stellt die Funktion ¢(x) eine Ladungsdichte dar, und u(x) ist das zu-
gehorige elektrische Potential. Ausgangspunkt der Variationsrechnung ist die Beobach-
tung, dass die Losung eine Minimumeigenschaft hat. Betrachte das Funktional

F:.C'@Q) - R, Fv) —/

1
g (Q\Dv|2 = qv).

Wir fordern v € C1(2)) damit das Integral existiert. Nun berechnen wir fiir ¢ € C}(Q)

Flute)=Fw) = [ GIDu+ Dol —gtu+ ) = | (GIDu? = qu)

— /Q(<Du,D<p)—q90)+/Q%|D<P|QQ

1
= /(—Au—q)go+/—]Dg0|220.
QNS— 02

Die Losung v minimiert das Funktional also im Vergleich zu allen Variationen mit kom-
paktem Tréger. Umgekehrt folgt aus der Minimumeigenschaft die Differentialgleichung,
und zwar gilt fiir alle ¢ € C}(Q2)

d
0 = SF(u+to)mo

d 1
= = ) (§|Du+th0|2—q(u+tg0))|t:0

— /Q(<DU>D90>—QS0)

= /Q(—Au—qw-

Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt —Au = ¢ wie behauptet.
Allgemein geht es in der Variationsrechnung um Funktionale der Form

(1.2) F:CYQR™) = R, F(u) = /Qf(m,u(x),Du(x)) dz.
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Die Funktion f = f(x,z,p) heifit Lagrangefunktion, wir nehmen stets
f e CYQ x R™ x R™™) an. In diesem Abschnitt leiten wir fiir Minimierer die
zugehorige Differentialgleichung, die FEuler-Lagrange Gleichung, her. Als zweites
folgern wir eine gewisse Konvexitédtsbedingung, die uns auf den Begriff der Elliptizitat
fiihrt.

Zur Notation: wir schreiben z%, 1 < o < n, fiir die Koordinaten im Definiti-
onsbereich und 2!, 1 < ¢ < m, fiir die Koordinaten im Bildbereich. Eine lineare
Abbildung p : R® — R™ identifizieren wir mit der Matrix (p’,) € R™*". Wir verwenden
die Einstein Summationsregel, wonach iiber doppelt auftetende Indizes zu summieren
ist.

Lemma 1.1 Fir ¢ € C1(Q,R™) gilt

d 0 0 ,
GFr o= [ (FE006 + 500

wobei (...) = (z,u(z), Du(x)).

BeEwEIS: Differentiation unter dem Integral und Kettenregel. O

Die folgende Terminologie ist dem Begriff der Richtungsableitung einer rellen Funktion
nachgebildet.

Definition 1.1 (erste Variation) Wir bezeichen

(5.7:(u,g0):/Q(gg;(...)goi—i—gpé(...)@agoi)

als erste Variation von F an der Stelle u in Richtung .

Satz 1.1 (Euler-Lagrange Gleichung) Sei f = f(z,z,p) Lagrangefunktion mit f
und D, f in C' auf Q x R™ x R™*". Fiir u € C*(Q,R™) N C*(Q,R™) sind dquivalent:

(1) 0F(u,) =0 fir alle p € C(2,R™),

(2) Firi=1,...,m gelten die Differentialgleichungen

0 r9f of B
Lylu]; == E [%(-,u, Du)] + %(-,U,Du) =0.
BEWEIS: Mit partieller Integration folgt
(1.3) iF () = [ Lyful

Also gilt (2) = (1). Fiir (1) = (2) wéhle ¢ = ne; mit n € CX(Q) und 1 < j < m.

Dann folgt
0= [ Lyfultneyy = [ Ly,luln
Q Q
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Das Fundamentallemma der Variationsrechnung liefert nun Ly[u]; = 0. O
Definiere fiir vektorwertige Funktionen ¢, 1) :  — R™ das L?-Skalarprodukt

(6 V) zm = [ (9(0), v(a)an do.

Q
Damit erhélt (1.3) die Form

(1.4) 0F (u, ) = (Lg[u], o) 2 mm).-

Die Richtungsableitung auf der linken Seite wird als Skalarprodukt mit L;[u] darge-
stellt, also ist Ls[u] formal der Gradient des Funktionals F an der Stelle u, beziiglich
des L?-Skalarprodukts.

Falls die Funktion u € C'(©,R™) das Variationsintegral F minimiert, im Ver-
gleich zu allen Variationen mit kompaktem Tréger, so ist die erste Variation Null.
Dann folgen die Euler-Lagrange Gleichungen, falls u € C?(2,R™). Zusitzlich muss
aber eine notwendige Bedingung zweiter Ordnung gelten, die wir jetzt bestimmen
wollen.

Lemma 1.2 (Zweite Variation) Sei f € C2(QxR™ xR™ ™). Fiiru, o € C1(Q,R™)
qilt

42 . o o o
—>F(u+tp)|i=o = / (Az'jﬁaa@@ﬁ@j + 2B¢' 0’ + Cijsolsoj)
Q

dt?
wobei die Koeffizienten wie folgt gegeben sind:
2
40w = 2w u(@), Duta),
IpL,opj
0 f
B(x —(x,u(x), Du(z)),
5@) = o (o u(e), Du(e)
82
Cylw) = 0w u(x), Dulx)).
BeEweis: Differentiation unter dem Integral und Kettenregel. O

Definition 1.2 (Zweite Variation) Die rechte Seite in Lemma 1.2 heifst zweite Va-
riation von F an der Stelle u in Richtung ¢. Notation: 6*F (u, p).

Satz 1.2 (Legendre-Hadamard Bedingung) Sei F Variationsintegral mit Lagran-
gefunktion f € C?(Q x R™ x R™*"). Es sei u € C1(Q,R™) lokal minimierend, genauer
gelte fiir jedes ¢ € C°(Q,R")

F(u) < F(u+ty)  fir |t| hinreichend klein.

Mit A?;-'g(m) = a,;fj(x, u(zx), Du(zx)) gilt dann fir alle x € Q
k ap’&ap[g

(1.5) AP (2)€¢mams > 0 fiir alle € R™, n € R™.



BEWEIS: Wir beginnen mit einer Skalierung, und zwar wéhlen wir

x—xo) fir o € Q, ¢ € C2°(B1(0),R™) und 0 < o < 1.

p(x) = 0o( ;

Da u lokal minimiert, gilt 62F (u, ¢) > 0 und es folgt

— X T — Xo

0 < / (Ai}ﬁaacpiaasoj+23% if?asoj+0ij90isﬁj>
Q
= A7) [ 0, (“ )00
Q 0 0
[ (AP (@) = AL (1)) ug (B0
o ij ij 0 (e
20 / B2 ()6 (=) 0,09
Q 0 0

vt [ e () ()

)dw

r — 2o

0 ) 959’ ( 0

l’—l'o)dx

)dm

Substituiere y = =2 also x = ¢ + oy, und teile durch p". Mit p 0 folgt
e

A (a0) [ 0,6 (0)220/ () dy 2 0.
Als néchstes wihle ¢(y) = ((y)¢ fir £ € R™ und ¢ € C°(B4(0)). Es ergibt sich
AT @0)E€ | 0uC()95¢(y) dy = 0.
—:AeB Rn

Wir behaupten nun fiir ¢ € C2°(B,(0),C™)

A [ 9, (y)05¢(y) dy > 0.

R

Nach Definition der Koeffizienten in Lemma 1.2 gilt
AP = AEE = AREE = A
Andererseits ist mit ( = u + w
0aC 8/32 = 0, 03U + 0q¥ 030 — 1(0qu Ogv — 051 Oy v).

Die Behauptung folgt, denn der Imaginérteil des Integrals ist Null wegen der Schief-
symmetrie, und der Realteil ist nichtnegativ wie gezeigt. Jetzt wéhlen wir ((y) =
~v(y) exp(it(n, y)) mit v € C°(B1(0)) und n € R™ beliebig. Es ist

9aC(y) = exp(it(n, y)) (itnay(y) + B (y)).
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Einsetzen liefert
A% 1.ng / 7V (y) dy + A / 0a/(y)957(y) dy = 0.
Rn n
Wir teilen durch #? f]R" 7% > 0, und erhalten mit ¢ ~ oo die Ungleichung

0 < A%nang = As(20)E'€ 1ams.
O

Die Bedingung von Legendre-Hadamard ist eine Konvexitétseigenschaft. Um das zu
sehen, betrachten wir ein quadratisches Funktional

F(u) = %/ﬂ <Af}’80aui85uj + Cijuiuj>.

Die Lagrangefunktion lautet also

(A%ﬁ(a:)pgp% + Cjj (a:)zzz])

DN | —

fz,2,p) =

OBdA sei Agﬁ = Aga und Cj; = Cj;. Der Euler-Lagrange Operator ist linear, er lautet
(16) Lf['LL]Z = —8a <Af;’8a3’u]> + C’Z-juj.

Fiir ¢ € R™*" ist die Funktion ¢ — f(z, 2z, p + tq) genau dann konvex, wenn

d? o Py
0 S @ ([L’, 2y + tQ) = Az]ﬁ(x)ané
Sei speziell ¢ mit Rang Eins, also gz = £(n, z) mit £ € R™, n € R™. Dann ist ¢, = £'n,,

und
d2

_ AaB i¢g
wf(xvzap +1tq) = Aij ()€€ nans.

Im Fall quadratischer Funktionale besagt die Legendre-Hadamard Bedingung, dass die
Lagrangefunktion konvex ist in Rang-Eins Richtungen, man spricht auch von Rang-
Eins Konvexitét. Fiir eindimensionale oder skalare Variationsprobleme, also n = 1 oder
m = 1, reduziert sich das auf die iibliche Konvexitét, weil dann sowieso rang ¢ < 1 fiir
alle g ist.

Beispiel 1.1 Sei 2 = U x (to,t;) mit U C R™ offen. Wir schreiben (¢,z) € © und
Du = (Oyu, Vu). Betrachte das quadratische Funktional, die sogenannte Wirkung,

_ 1
F:C'(Q) =R, Fu) = 5/ ((Ou)* — [Vul?)).
Q
Der Euler-Lagrange Operator ist der Wellenoperator Ly[u] = —97u+ Au. Die Lagran-
gefunktion f(P) = $(p3 — |p|*), mit P = (po, p) € R x R", ist nicht konvex. Lésungen
der Wellengleichungen sind also kritische Punkte, aber keine Minima des Wirkungsin-
tegrals.



Unsere Diskussion motiviert die Einfithrung folgender Klassen fiir beliebige lineare
Differentialoperatoren zweiter Ordnung.

Definition 1.3 (Elliptizitét) Betrachte fir Funktionen u : Q@ — R™, Q C R", den
linearen Differentialoperator

(Lu); = A22 00 + BEOww/ + Cod - (1 <i < m),

mit Koeffizienten A%, B&, Cy; : Q — R. Dann heift L elliptisch (bzw. stark elliptisch)

i 0 i)
mit Konstante A > 0, wenn fiir alle x € Q) gilt:

ASPEEmams > NEPInl*  fir alle € € R™, € R™,
Af‘jﬁp;pé > Mp|®  fir alle p € R™™.

Der Parameter A > 0 quantifiziert die Elliptizitdtsbedingung. Dies werden wir spéter
in der Existenz- und Regularititstheorie verwenden.

2 Hilbertraumtheorie

Die Existenztheorie fiir lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung be-
ruht auf folgendem abstrakten Existenzsatz aus der Funktionalanalysis. Dabei ist V
ein reeller Hilbertraum, also vollstéindig mit der gegebenen Skalarproduktnorm

[ull = v/ (u, w).
V' bezeichnet den Dualraum, also die Menge aller ¢ : V' — R linear mit Norm
6]l = sup{e(u) : [Jul] <1} < occ.
Vorweg eine Standardtatsache.

Lemma 2.1 (Darstellung von Bilinearformen) Sei V' Hilbertraum, und B : V X
V' — R sei stetige Bilinearform auf V', das heif$t || B|| = supj, o<1 |B(u, v)| < oo.
Dann gibt es genau ein T =Tg € L(X, X) mit

B(u,v) = (u,Tv)  fir alle u,v € X,
und es gilt || T|| = || B]|.

Nach dem Darstellungssatz von Riesz gibt es zu jedem ¢ € V' ein v € V mit (u, ) = ¢.
Dies wird im Satz 2.1 unten als Spezialfall B(u,v) = (u,v) bewiesen. Das Lemma folgt
wiederum leicht aus dem Satz von Riesz, sieche Vorlesung Funktionalanalysis SS 2017.

Satz 2.1 (Lax-Milgram) Sei B : V x V — R Bilinearform auf dem Hilbertraum V
mit folgenden Eigenschaften.

(1) B st stetig: es gibt ein M < oo mit |B(u,v)| < M||ul|||v|| fir alle u,v € V.

7



(2) B ist koerziv: es gibt ein p > 0 mit B(u,u) > pl|lul|?® fir alleu € V.
Dann ist der Operator L :' V — V', (Lu)(v) = B(u,v), invertierbar, und es gilt

1
2.7 L7 < =.
(2.7) [Fo p

Zusatz. Ist B symmetrische Bilinearform, so ist die Losung von Lu = ¢ die eindeutige
Minimalstelle des Funktionals Q4(v) = LB(v,v) — ¢(v).

— 2
BEWEIS: Durch Testen mit u folgt
1
pllul® < Bu,w) = Lu(u) < [|Lull [u] = [lull < ;HLUH-

Also ist L injektiv, auflerdem gilt (2.7), sobald auch die Surjektivitdt bewiesen ist. Sei
dazu erst B symmetrisch. Wir zeigen folgende Aussagen:

(a) Eine Minimalstelle u von Q)4 ist Losung von Lu = ¢.

(b) Es gibt eine Minimalstelle u von Q.

Zu (a): Ist v Minimalstelle von @, so folgt fiir alle v € V'

0= 0 Qulu+ t0)lco = Blu,) — 6(0) = (Lu — )(v).

Zu (b): Qg ist nach unten beschrénkt, genauer gilt

Qolu) = Sull® = 61| lull =

]S

1 1 1
(ffull = pl!ng)2 - ﬂllch2 > —Z|I¢H2‘

Also ist A := infuey Qp(u) > —1[|¢||* > —o0. Sei nun uy, € V eine Minimalfolge, dann
gilt

1
Sl —wl? < 2Bk — ww, —w)

1
B(uk,uk) + B(ul,ul) — §B(Uk + Uy, Ug + ul)

uk+ul)
2

2Qp(ur) +2Qg(w) —4Qy(

< 2Qg(ur) +2Qyp(w) — 4A
< ¢ fiir k,[ hinreichend gro8.

Somit existiert v = limy_,o uy. Da Qg stetig ist, folgt Qy(u) = limy_,oo Qg (ug) = A.

Fiir B nicht notwendig symmetrisch wihle nun 7" € L(V, V) mit B(u,v) = (u,Tv),
siehe Lemma 2.1. Dann ist ||T'|| = ||B|| und wir berechnen

pllull* < Bu,u) = (u, Tu) < [lull [Tul = [Tul = pllu].
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Fiir die symmetrische Bilinearform A(u,v) = (T'u, Tv) folgt
A(u,v) = (Tu, Tv) = B(Tu,v) = LTu(v).
Nun ist A stetig und koerziv, genauer gilt
[ACw, )l < ITIPflull o]l und  A(u, w) = |Tul* > p||ulf*.

Wie oben gezeigt ist LT und damit auch L surjektiv. O

Der fiir die elliptische Theorie relevante Hilbertraum ist der Raum W2 der Funktionen
mit schwacher Aleitung in L?. Wir geben hier die Definition und diskutieren die lokale
Approximation durch C'*°-Funktionen mittels Glattung.

Definition 2.1 (schwache Ableitung) Sei Q2 C R" offen und u € L},.(Q,R™). Fine

loc

Funktion g € L},.(Q,R™) heifit schwache Ableitung von u(z) nach der Variablen z°,
falls gilt:

/<u,8a90> = —/(g,@ fiir alle o € CZ(Q,R™).
Q Q

Notation: 0d,u = g schwach.

Dazu zwei Bemerkungen:

(1) FEindeutigkeit: Die schwache Ableitung ist eindeutig bestimmt, falls existent. Denn
ist die Definition fiir g; und g, erfiillt, so folgt

/(91 — g2, ) = —/(u@ago> +/<u,8a<p> =0 firalle p € CF(Q,R™).
Q Q Q

Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt g1 = ¢o. Ist u €
C1(Q,R™), so ist u auch schwach differenzierbar, die schwachen Ableitungen d,u
sind die klassischen Ableitungen.

(2) Linearitit: Sind u,v € Lj,.(Q, R™) schwach nach z differenzierbar, so auch Au -+

loc

po fir A, g € R; und zwar gilt 0, (Au + pv) = Adqu + u0,v. Denn wir berechnen
fir p € C(2)

/Q<ozu+ﬁv,3¢90> = 04/9<U732'90>+5/Q<U73i<ﬂ>

— —a/ﬂ(@u,@ —ﬁ/ﬂ(@%@
— /Q (adiu+ B, p).

Beispiel 2.1 Wir geben ein Beispiel einer schwach, aber nicht klassisch differenzier-
baren Funktion, und zwar betrachten wir fiir p € R

|z|P fiir x # 0,

e L} (R"), =
“ toc(R"), () {0 fir x = 0.



Fiir welche p € R hat u(z) schwache Ableitungen auf R"? Auf R™\{0} ist u(z) glatt,
die schwache Ableitung muss dort die klassische sein:

Opu(x) = 10|x|p_1|$—a| =: go(x) fiir x #0.
x
Damit ist die schwache Ableitung schon fast {iberall bestimmt. Fiir p > 1 — n sind

die g, auf R™ lokal integrierbar. Wir vermuten daher, dass u(x) genau fir p > 1 —n
schwach differenzierbar ist auf R". Sei dazu ¢ € C°(R"), wir berechnen

/ udap = lim (Oalug) — (Bau)e)

o0 JRrm\ B, (0)

= 1im<—/ up{eq, V) du—/ gw)
AN 8B,(0)  JR™M\B,(0)

.

= _/ Jap-

Also gilt tatséchlich 0,u = g, schwach fiir p > 1 — n.

~—
<Con-1tp

Definition 2.2 (Sobolevrdume) Sei 2 C R" offen und 1 < p < oo. Wir definieren
WP (Q,R™) = {u € LP(Q,R™) : u € LP(QR™) fira=1,...,n},

mit der zugehérigen W1P-Norm
lullwre@) = lullze@ + > 10atil ).
a=1

Analog werden auch die lokalen Sobolevriume W7 () erklsrt.

Satz 2.2 W1P(Q R™) ist ein Banachraum.

BEWEIS: Ist u;, Cauchyfolge in W1P(Q,R™), so sind uy sowie d,u;, Cauchyfolgen in
LP(©2,R™). Nach Fischer-Riesz gilt dann uy — u, Jyup — go in LP(Q,R™). Fir ¢ €
C>(Q,R™) folgt

/(u,@agp) = lim [ (ug,Oatp) = — lim [ (Dyug, p) = /(ga,cp>.
Also gilt d,u = g, schwach, v € WP(Q R™) und uj, — u in WHP(Q,R™). O
Es ist eine wichtige Tatsache, dass Sobolevfunktionen im Fall p < oo durch glatte Funk-
tionen approximiert werden kénnen. Wir erinnern kurz an das Verfahren der Glattung.
Fixiere einen Glittungskern n € C>°(B;(0)), n > 0, mit [n(z)dz = 1. Reskaliere mit
n¢(z) = o7"n(%), und definiere fiir u € L, (€2, R™)

loc

o x ) = [ e pudy= [ w@ue-e)ds firseo,

n

10



Dabei ist Q, = {x € Q : dist (x, R"\Q} > p. Wir haben die Abschétzung
(% w)(@) ~ u@)| = | [ ) ulo — 02) — u(w) s < swpfu(y) —u)}
" Yy—xrixe

Ist u € C°(Q, R™), also gleichméBig stetig auf kompakten Teilmengen, so folgt 7, *u —
u lokal gleichméBig in Q. Nun kénnen Funktionen u € LP (€2, R™) lokal durch stetige
Funktionen in P approximiert werden, siehe Satz 6.10 im Skript Analysis 3, WS 16/17.
Also folgt n? * u — u lokal in LP, i.e. auf kompakten Teilmengen von ).

Lemma 2.2 (Glittung von Sobolevfunktionen) Fiiru € WLP(Q,R™) gilt:

loc

(1) Ou(n?xu) =n2* dqu auf Q, (links steht die klassische Ableitung).
(2) Fiir p < oo gilt n, x u — u lokal auf Q in WP,

BEWEIS: (2) folgt aus (1) wegen der L} -Konvergenz, siche oben. Fiir (1) berechne

loc™

ot s u)e) = [ (Gt —)Juto) dy
= _/<3L;a Q(x—y))u(y) dy (Kettenregel)

= / n(x — y)Oau(y) dy (Definition schwache Ableitung)
= (n°* Dqu)(x).

Als néchstes zeigen wir eine (nicht optimale) Version der Produktregel.

Satz 2.3 (Sobolev-Produktregel) Seien u € WLP(Q) und v € W4
1. Dann ist uwv € W2H(Q) und es gilt die Produktregel

loc
o (uv) = (Faur)v + u(Dsn)-
BEWEIS: Sei zundchst v € C*°(Q2), dann folgt fiir p € C2°(Q2) beliebig

/ﬂuvaagp:/ﬂuﬁa(vgp) —/Qu(aav)wz —/Q((aau)erU(ﬁav))w
Sei nun v € W,"

od(2) mit ¢ < co. Wihle vy € C(Q2) mit v — v lokal in W auf Q,
sieche Lemma 2.2. Dann gilt

211
(€2) mit S+, =

/uv@ago = lim [ wvg Oup
Q

k—o0 Q

— — lim ((aau)vk + U(aavkz))SO

k—oo Q

- —/Q((&au)v—i—U(aav))SO

Da wu, v vertauscht werden kénnen, sind alle Fille gezeigt. O
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Satz 2.4 (Transformationsregel) Sei v € W' (V,R™) und ¢ € C'(U,V) diffeo-

loc

morph. Dann folgt u =vo ¢ € W[l’lloc(Q,]Rm) und es gilt die Kettenregel
(2.8) D(uo ¢) = (Du)o ¢ Do.

BEWEIS: Sein € C*(U), und v, : V, = R™ bezeichne die Gliattung. Es gilt ¢(sptn) C
C V, also folgt fiir o > 0 hinreichend klein durch partielle Integration

w009 == [ ((Duw)ov,0)n

Setze ¢ = ¢! € CY(V,U). Aus dem Transformationssatz folgt fiir o — 0

‘/(vgogb—vogzﬁ)aan S/ v — vl [(9an) o ¥[ | det Dy — 0.
U ¢(sptn) ~

<C
Weiter schatzen wir ab

‘/U((D%)W—(Dv)oqﬁ) (8aqb)n‘ g/

#(sptn)

|Duy—Du| |(8a®) 0 | I 0 9| | det D] — 0.

<c

Somit folgt die Behauptung. O

Im folgenden Lemma sammeln wir einfache Tatsachen zu Differenzenquotienten.

Lemma 2.3 (Approximation mit Differenzenquotienten) Seien  u,v €
Li (Q,R™). Definiere fir 1 < a <mn und h € R mit |h| < o die Funktionen
hey) —
Awe (), Au(r) = "I U g )

Es gelten die folgenden Aussagen:

(2.9) Ar(uv) = (APw) v+ u(- + hey) Ao,

(2.10) /(Agu)v = —/u(A;hv) falls spt (uwv) @ €,
(2.11) At dgu = 9 AMu firuw e WHHQ,R™),
(2.12) A || o,) < |10atllee  firl <p < cc.

BEWEIS: (2.9) ergibt sich durch Nachrechnen:

w(x + heq)v(z + hey) — u(z)v(z)
h
_ u(z + he;) - u(:v)v(x) +uz + hea)

= (AMu)(z)v(z) + u(x + hey) (AM)(z).

A (uv)(z) =

v(z + hey) — v(x)
h

12



Auch (2.10) ist eine einfache Rechnung:

/(Agu)v = %(/ (x + hey)v /u
_ %(/u(y)v(:c—hea /u
— /u(A;"v).

Weiter berechnen wir fiir ¢ € C2°(€2,)

/(Agu)aggp = —/uA;haggo (nach (2.10))

= —/u@BAahgp

= / 9su A "o (Definition schwache Ableitung)

= —/Ag(ﬁﬁu)w (nach (2.10)).

Jetzt zu (2.12), erst fir 1 <p < oo. Fir K C Q, kompakt und u € CH(Q,R™) gilt

| 1atu@pas = [ ]
< // |Onu(x + the,)|P dtdx
K Jo

< / Oy P dy.
{dist (y,K)<o}

Durch Approximation folgt die Abschétzung auch fiir u € W,-7(Q). Jetzt schiitze rechts

loc

durch das Integral auf €2 ab und schopfe links 2, durch kompakte Mengen aus. Der
Fall p = oo folgt schliefllich durch Grenziibergang p 7 cc. O

—u(a: + the,) dt " da

Das folgende Resultat wird in der Regularititstheorie benutzt.

Satz 2.5 Seiu € LP

loc

(QR™) firl<p<oowundl<a<n.Sei ) c Q mit

C(9) := liminf [| A u| ooy < o0.
h—0

Dann ezistiert die schwache Ableitung O,u € LP(Y,R™), und genauer gilt
||8au|\Lp(Q/) < C(Q).

BEwEIs: Nach Kompaktheitssidtzen aus der Funktionalanalysis, siehe Satz 7.6 und
Satz 7.7 im Skript vom SS 2017, gilt fiir jede Folge h;, — 0, hy # 0, nach Wahl einer
Teilfolge
Aty = g schwach ir.l LP(SY) fir 1 < p < oo,
schwachx* in L>°(Q')  fiir p = oc.

13



Fiir eine Testfunktion n € C°(£Y) folgt

/uﬁanz lim [ w(A"n) =—lim [ (AMu)n= —/gn,
Q k—oo Q k—o0 Q Q

Somit ist d,u = g € LP(§Y,R™). Weiter ist die Norm unterhalbstetig bei schwacher
bzw. schwachx Konvergenz, sieche Satz 7.2(3) des FA-Skripts. Das bedeutet

||8au||Lp(Q/) S hgnlnf ||AZkU||Lp(Q/) S C(Q,)
—00

Folgerung 2.1 (W' /Lipschitz) Fiir u: Q — R™ gelten die folgenden Aussagen:

(1) Ist u lokal Lipschitzstetig, so folgt w € W, (Q,R™), und fiir alle Q' < Q gilt

loc

() < Li M.
max {|0ul|zo(@) < Lip(u, &)

(2) Ist u € WL (Q,R™), so gilt nach Abinderung in einer Nullmenge

loc

Lip(u, Q') < C’lr<na<x 00|y fiir alle Q' aC €,
mit einer Konstanten C' = C(§, ).

BEWEIS: Zu (1): fiir Q" cC @' gilt limsup,_,q |A"ul| gy < Lip(u, Q) < oo. Aus
Satz 2.5 folgt u € Wh(Q”) und ||dyul p=@n < Lip(u, ). Jetzt Ausschopfung mit
Q" c Q.

Zu (2): sei Q' @ Q gegeben. Setze d = dist (Q2,02) und Q" = {x € Q
dist (z, ) < d/2}. Dann ist ' < Q" @ Q und fir ¢ < d/2 folgt

[1D(ng * u)l[cory = [I(ng * Du)llcoy < [[Dul| e ).
Daraus folgt Lip(n, *x u,Q)) < C' = C(Q, '), siche Analysis 2 (2016), Folgerung 19.1

zum Schrankensatz. Mit ¢ \, 0 konvergiert 7, * u gegen den gesuchten Reprasentanten
auf €. O

Definition 2.3 (verallgemeinerte Nullrandwerte) Wir bezeichnen den Abschluss
von C°(Q,R™) im Raum W'P(Q,R™) mit Wy (Q,R™).

14



3 Innere L? a priori Abschitzungen
Hier behandeln wir die L? Regularitiitstheorie und a priori Abschitzungen fiir ellipti-

sche Systeme in Divergenzgestalt. Wir betrachten erst einen stark elliptischen Operator
L auf einer offenen und beschrankten Menge 2 C R™. Genauer ist fiir 1 < j <m

(3.13) (Lu); = —95( AP 9u’) — 95(Biu’) + Cyyud'.

Wir stellen folgende Voraussetzungen:

Beschrdanktheit der Koeffizienten:

(3.14) 1A lleqoy + 1B i@y + [Cyllimey < M e alle @, 8.,

Starke FElliptizitdtsbedingung mit Konstante A > 0:

(3.15) ASPELEL > €] fiir alle £ € R™™,

Um den Operator schwach zu definieren, fithren wir den Raum der Funktionen mit

sogenannten verallgemeinerten Randwerten Null ein, und zwar bezeichnet I/VO1 ’Q(Q, R™)
den Abschluss des Raums C2°(£2, R™) beziiglich der W!2-Norm.

Lemma 3.1 (schwach definierter Operator) Unter obigen Voraussetzungen ha-
ben wir den wohldefinierten, stetigen Operator

L:WYR(Q,R™) — W, (Q,R™), Lu(¢) = B(u, @),

wobei sich B(u, ) durch formale partielle Integration ergibt, i.e.
B(u,¢) = /ﬂ (A5 0uui 9507 + Bu'0! + Cigu'e).

Die Stetigkeit des Operators L folgt aus der Beschranktheit der Koeffizienten und der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz, genauer gilt

(3.16) |L|| < CM.

Eine Funktion v € W'2(Q,R™) mit Lu = ¢ in W, *(Q,R™)" wird auch als schwache
Losung der Gleichung bezeichnet. Als erstes leiten wir nun eine lokale Abschétzung
her. Wir verwenden die iibliche Notation W,*(Q, R™)" =: W~12(Q, R™).

Satz 3.1 (lokale W'2-Abschitzung) Fliir Bogr C Q gilt mit C = C(n, A\, M, R) < 00

(317) HDUHLQ(BR) S C(HLUHW_I’Q(B2R) —+ ||UHL2(32R)).
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BEWEIS: Sei zunédchst A = 1. Sei € C2°(Bsg) eine Abschneidefunktion mit
n=1auf Bg und |Dn| <C/R.

Wir withlen als Testfunktion in der Gleichung ¢ = n?u:

(3.18) B(u,n*u) = Lu(n*u).

Nun wird wie folgt abgeschétzt, wobei mehrfach die Peter-Paul-Ungleichung benutzt
wird (Peter robs Mary from Paul):

1
2ab < ea® + =b*  fiir jedes € > 0.
€

In der ersten Abschétzung verwenden wir die Elliptitzitét.

A%ﬁaauiaﬁ(n%j) = UQA?jﬂaauiaguj — A?f@au%(@ﬂn) w
C M?

> 1P |Duft - enf| Duf* - =

| Dl .

Die restlichen Terme werden jetzt einfach nach oben abgeschétzt.
Biﬁjuiag(n%j) = nzijuiaBuj + Bijuiuj 2n 0gn
CM?
< e’ [ Dul® + ——n’lul* + C| DnPluf?
Cyu'(Pu) < CMnPlul”.

Fiir die rechte Seite verwende 0 < 7 < 1, um wie folgt abzuschétzen:
ID(*u)llz2 < |0 Dullz + C|(Dn) ul| 2.
Es folgt

| Lu(n*u)| 1Ll [l *ul e

I Lullw—r2 (Iullz2 + [nDullz2 + [[(Dn)ul z2)
c
 [orDul .0 ol + € [ 100 + S Lalf e

ININA

IN

Wiéhle nun € = % und kombiniere die Abschétzungen. Es folgt

[ 1Dul < € (Lulfyse + 22 [ DY 432 [ o7l

Sei jetzt A > 0 beliebig. Wende die Abschéitzung an auf den Operator %L, wobei M
durch M/ zu ersetzen ist. Dann ergibt sich mit C' = C'(n, A\, M, R) < oo

1Dullz2(8r) < C (| Ltllw=12(820) + ]l 2(Bor))-
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Bemerkung 3.1 Sei L mit (3.14) und (3.15), auf einer offenen und beschréankten
Menge © C R™. Dann folgt mit Qr = {z € Q : dist (z,9Q) > R}

(319) HDU”LQ(QR) < C (’LUHW—LQ(Q) + HUHLQ(Q)) mit C' = C(?’L, )\,M,Q, R)

Dazu iiberdecken wir Qp durch Bille Bg (z;),i=1,...,N, mit 2; € Qr. Es folgt
N
[ Dullz2(0r) < ZHDUHBg(zi)
i=1

N
< O (ILullw-r2a@) + 1wl 2@ae))

=1

Satz 3.2 (innere L-Abschédtzungen) Sei Q C R" offen und beschrinkt. Betrachte
auf € den Operator

(Lu); = —85(A%68aui) — aﬁ(ijui) +Cyu', 1<j<m.
L sei stark elliptisch mit Konstante A > 0, und es gelte fiir ein k € Ny
(3.20) ||A?j/3||Wk+1«°C(Q) + | Bij w100 ) + [|Cijllwr.ee () < My < o00.

Seiu € WH2(Q,R™) Lisung der Gleichung Lu = ¢ mit rechter Seite ¢ € W*2(Q, R™).
Fiir jedes R > 0 ist dann ulq, in WHT22(Qgr, R™), und es gilt mit Cy, = Ci(X\, My, Q, R)

(3.21) sz < Ci (I8llwnacay + el 2o ).

Die Differentialgleichung besagt, dass das Funktional Lu € W, 2(Q) durch Multipli-
kation mit der Funktion ¢ € W*?2(2) gegeben ist, und damit regulirer ist als a priori
gegeben. Es wird behauptet, dass die Losung u bei passender Qualitit der Koeffizien-
ten entsprechend regulérer ist. Die Beweisidee beruht auf dem Durchdifferenzieren der
Gleichung. Im Fall der Poissongleichung —Awu = f ergibt sich formal

Oaf = —0a(Au) = —A(Ouu).

Mit Lemma 3.17 wiirde eine W1'2-Abschitzung fiir d,u folgen, damit eine LZ2-
Abschétzung fiir die zweiten Ableitungen D?u. Allerdings ist dieses Argument nur
formal, da es ja die Existenz der zweiten Ableitungen schon benutzt. Um das zu
umgehen, verwenden wir Differenzenquotienten. Auflerdem ergeben sich fiir einen
allgemeinen Operator diverse Zusatzterme bei Anwendung der Produktregel.

Fiir den Beweis brauchen wir Differenzenquotient und schwache Ableitung eines
Funktionals ¢ € W,*(Q)'. Fiir n € C>°(Q2) definieren wir

(3.22) Alp(n) = —¢(A"n), falls sptn cC Q, und |h] < g,
(3.23) (Gag)(n) = —0(Jan).
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Diese Definitionen sind konsistent mit den klassischen: ist ¢ durch Integration gegen
eine Funktion f € L%*(Q) gegeben, so gilt

A&wnz—MA;mw:—/fAjnz/ﬂgﬂn

Analog gilt, hier wenn f € W12(Q),

%M@Z—M%m=—/f%n=/@JM-

Das Funktional A"¢ ist stetig beziiglich der W12-Norm, und damit stetig fortsetzbar
auf W,(,). Dagegen ist das Funktional d,¢ im allgemeinen nicht stetig beziiglich der
W12 -Norm. Der Differenzenquotient vertauscht mit der schwachen Ableitung, genauer

gilt fiir v € L*(Q) und n € C(£,) mit |h| < o

(Mﬂwmﬂ=/U%Afn=/¢Af%n:%A@m>

Wir zeigen jetzt Satz 3.2.

BEWEIS: Wir verwenden Induktion iiber k > —1. Fir kK = —1 sei M_; mit
1A e + 1B Iz + [1Cisllme < My < o0,

Die Abschétzung (3.21) fir £ = —1 gilt dann nach Satz 3.1 bzw. Bemerkung 3.1.
Weiter reicht es aufgrund des Uberdeckungsarguments, im Induktionsschritt von k — 1
auf £ € Ny den Fall = Byg fiir gegebenes R > 0 zu behandeln. Wir wenden nun
Al = Ag auf die schwache Gleichung an, dies ergibt

A" Lu) = Ah¢,  auf Byp_, fiir || < o.
Wir berechnen mit der Produktregel fiir A", wobei uy(z) := u(x + he,),
A"Os (AL Ogu' + Blu') = 95" (A 0uu’ + Bu')
= O5(AT 0. (A"') + (A"ATY) Oau, + B A’ + (A"B]) uj).
Also erfiillt Ahu auf Byg_,, |h| < o, die Differentialgleichung
—05 (A7 0a(AM') — 95 (B AMu') = 05((A"ASY) Oaui}) + 05 ((A"B)) )
+AM (@' = Cyu).

Fiir den Induktionsschritt ist die rechte Seite in W*~12 abzuschitzen. Es gilt:

10 (A" A 0t sy € WAPAL) Dut s
< OMg||lullwenizp,y_y)s
105 (A" BEY ) oy < A" BE) vl
< OMy|ullwre(s,y_,),
HAh<¢Z—Cijuz)”wkfle(BzRﬁg) < ”(ﬁl_CZ’juZHW""Z(Bzng)
<

[Dllws 2By p) + CMilullwezs,s,):
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Dabei haben wir (2.12) benutzt. Aus der Induktionsannahme folgt fiir die rechte Seite

IA"(¢" = Cigu) lwi-12(Bor o) < CIDllwra(zorn ) + ullz2sam)-

Die Koeffizienten des Operators auf der linken Seite sind klarerweise in W durch
die Konstante M} abgeschéitzt. Damit folgt nun aus der Induktionsannahme

A |l wrrrepyn 5y < Clollwramm + lull 2 + 1A 28, ,)
< C(ll¢llwraipym) + lullL2(Bam))-

Dabei wurde am Schluss nochmal (2.12) und der Induktionsanfang k& = —1 benutzt.
Wir wihlen nun ¢ = £. Mit h — 0 folgt die W**?2-Regularitit auf Br und die
gewiinschte Abschitzung mit Satz 2.5. O

Es stellt sich die Frage, ob die L?-Regularititstheorie auch unter der schwiicheren
Voraussetzung der Elliptizitéat gilt.

Satz 3.3 (Gardingsche Ungleichung) Betrachte auf Q C R™ offen und beschrinkt
Blu, ¢) = /Q <Afjﬁ@aui85¢j + Blul9se) + Oijui¢j>,

mit folgenden Voraussetzungen an die Koeffizienten:

Elliptizitit: Fir alle x € Q gilt Afjﬁ(:v)ﬁiéjnang > MEPn|? fiir alle £ € R™ n € R™.

Stetigkeit: Fiir alle o, 3,1, 7 gilt Afjﬂ € 0'(Q).

Beschranktheit: Fir alle a,i,j gilt | B || =) + [|Cijll ) < M < oo.

Dann g¢ibt es eine Konstante C' < oo, die von n,\, M und von der Oszillations-
funktion von A%’B abhdngt, so dass gilt:

A
Ble.) 2 5 [ Dol =C [ 16P  fir alle o € W*(@. R,

Bemerkung 3.2 Die Matrizen £ ® ), also (£ ® ), = £',, sind genau die Matrizen
vom Rang Eins. Deshalb ist die Elliptizitdtsbedingung gleichbedeutend mit

ARG, > NG fiir alle ¢ € R™™, rang () = 1.

J

Die Aussage des Satzes ist iiberraschend, weil Dy nicht notwendig Rang Eins hat.
Die Voraussetzung der Stetigkeit der A%ﬁ kann nicht ersatzlos gestrichen werden, wie
Beispiele zeigen.

BEWEIS: Schritt 1. Sei Af}ﬁ konstant und Bj; = Cj; = 0. Wir zeigen
By, ) > )\/ |D*  fiir alle p € Wy*(Q,R™).
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Wir kénnen ¢ € C2°(Q, R™) annehmen. Die Idee ist nun, die Fouriertransformation zu
verwenden. Betrachte

)= Gy | e e peR?)

)

Durch partielle Integration sieht man

—_

Jap(P) = ipa®(p)-

Jetzt berechnen wir mit der Parsevalschen Gleichung, also der Isometrie der Fourier-
transformation, wenn ¢ durch Null fortgesetzt wird,

B(p,p) = A(,:lﬁ/ 8ag0k(x)8ggpl(x)dx

= AY / D0t (p) s (p) dp

—~

— oAy / Paps P () P(p) dp
R’ﬂ

= A7 [ b () + 04 0) () = @) dp (7=t i)
= /Rn A% paps (u"(p)u'(p) + v*(p)v'(p)) dp  (rechte Seite ist in R)
> A [ P + b)) dp

= M| [Oup(p)|*dp
R"L

= X[ [De(p)dp.

R

Zuletzt wurde wieder die Parsevalsche Gleichung benutzt. Sei nun Af}ﬁ nicht notwendig
konstant. Betrachte eine Testfunktion ¢ € C°(B.(z0)) mit zy € Q. Es gilt dann

/ A Oop'Opp’ = / A (20)Dap' 037’
0 Bs(mo)

4 /B ()~ AP @)

>

Schritt 2. Sei spt ¢ C B.(xy) mit 2o € Q. Dann gilt

/A%B(?agoiﬁggoj = /A%’B(xo)aagpiﬁggpj —i—/ (Af;ﬁ(x) — Afjﬁ(xo))aagpiaggoj

BE (1'0)

v

(A —osc(4,¢)) /Q |Dyp|?.
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Schritt 3. Wihle nun eine Uberdeckung Q C Uf{vzl B.(zp) mit 7, € Q. Sei n, €
C°(B.(x)) untergeordnete Teilung der Eins, genauer wollen wir

Es gilt dann fiir p € W,*(Q,R™) und 1 < k < N fest einerseits
/ AP 0a(mp")0s(mip?) < / MR A D' 05
+C [ (mllDndieliDel + € [ 1Dl
< / MR AL D' 05
48 [afIDeP +C) [ 1Dm Pl
Andererseits haben wir mit Schritt 2 die Abschétzung nach unten
/A?f@a(nksoi)%(nk@j) > (A —osc(4,¢)) /Q | D(nig)|?
> ()\ — OSC(A,E)) /an‘D(pP
~C [ (imllDnlleliDel + Do)
> (—osc(de)=8) [ aEDef +C) [ DIk
Kombination der beiden Ungleichungen ergibt
(A — osc(4,e) — 20) /Qni]Dgo\z < /nﬁA%ﬁaagoiﬁggoj + C(9) /Q | D[]

Jetzt summiere tiber K =1,..., N und wihle § = \/4:

)\ [ ) )
(§_OSC(A,5))/Q\D¢|2 < /Aifaaso 3,3<PJ+C/Q\80|2-

Schliefllich wéhle ¢ > 0 mit osc(A4,e) < A/4. Die Konstante C' héngt dann von der
zugehorigen Teilung der Eins ab, und damit vom Stetigkeitsmodul von A. Die Terme
niederer Ordnung mit Koeffizienten Bj; und Cj; lassen sich wie oben mit der Peter-
Paul-Ungleichung verschlucken, wir verzichten darauf das explizit zu machen. O

Mit der Gardingschen Ungleichung kénnen wir nun den Beweis der L? a priori
Abschiitzungen ganz analog zum stark elliptischen Fall durchfithren. In diesen L?
Abschétzungen tritt der Term [, [¢[* ohnehin auf der rechten Seite auf, so dass die
Regularitétstheorie auch unter dieser neuen Voraussetzung gilt.
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