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Aufgabe 1 (Kelvin-Transformation) (4 Punkte)
Es sei u : Rn\{0} → R harmonisch (n > 2). Sei

v(x) =
1

|x|n−2
u

(
x

|x|

)
die Kelvin-Transformation. Sie Zeigen, dass v auch harmonisch in Rn\{0} ist.

Aufgabe 2 (harmonische Funktion, Mittelwerteigenschaft) (4 Punkte)
a) Sei Ω ⊂ Rn offen, uk : Ω → R eine Folge harmonischer Funktionen, die
gleichmäßig gegen u konvergiert. Dann ist u in Ω harmonisch.
b) Sei u ∈ C2(Rn,R) eine harmonische Funktion. Zeigen Sie: die Niveaumengen

Nα := {x ∈ Rn| u(x) = α}

sind für alle α ∈ R entweder leer oder unbeschränkt.
Hinweis: Mittelwerteigenschaft auf größerer Sphären!

Aufgabe 3 (die Poisson-Kern) (4 Punkte)
Sie zeigen,
(a) Sei G die Greensche Funktion für BR. Dann gilt

K(x, y) :=
∂G

∂νy
(x, y) =

R2 − |x|2

ωnR|x− y|n
,

für alle x ∈ BR und y ∈ ∂BR.
(b)Für fest x0 ∈ ∂Br und δ > 0,

lim
x→x0,|x|<R

K(x, y) = 0 gleichmäßig in y ∈ ∂B\Bδ(x0).

Aufgabe 4 (Potentielle Abschätzungen) (4+4 Punkte)
Seieine Lösung von −∆ = f in B1 mit f ∈ Lp(B1) für p > n. Dann ist u ∈ C1,α(B 1

2
)

für ein von p und n abhängiges α, und es gilt

‖u‖C1,α(B 1
2
) ≤ const.(‖u‖L2(B1) + ‖f‖Lp(B1)).

Hinweis. Sie betrachten das Newtonpotential

w(x) :=

∫
B1

Γ(x, y)f(y)dy,



und

vi(x) :=
1

ωn

∫
B1

xi − yi
|x− y|n

f(y)dy.

Mittels der Hölderschen Ungleichung zeigen Sie zunächst

|vi(x)| ≤ C‖f‖Lp(B1).

Auf diese Weise überlegt man sich, dass ∂
∂xi
w = vi, und gewinnt die

Hölderabschätzung ähnlich wie in der Vorlesung.
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Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Montag, 09.05., vor der
Vorlesung.
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