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Aufgabe 1 (Semilineares Maximumprinzip) (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit C1-Rand und Lu =

∑n
i,j=1 aij∂iju

gleichmäßig elliptisch mit aij ∈ C0(Ω). Weiter sei b : R × R × Rn → R, (x, z, p) 7→
b(x, z, p), stetig in x, z und p, lokal Lipschtz stetig in p und monoton nichtfallend in
z, d.h.,

(z1 − z2){b(x, z1, p)− b(x, z2, p)} ≥ 0 ∀x, z1, z2, p ∈ Rn.

Die Funtionen u1, u2 ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) mögen die Relationen

−Lu1 + b(·, u1,∇u1) ≤ −Lu2 + b(·, u2,∇u2), in Ω, (1)

u1 ≤ u2, auf ∂Ω.

erfüllen. Zeige: Dann gilt u1 ≤ u2 in Ω. (Hinweis. Angenommen D = {x ∈
Ω |u1(x) > u2(x)} 6= ∅. Betrachte die Gleichung in D.)

Aufgabe 2 (Maximumprinzip ohne der Bedingung c ≤ 0) (4 Punkte)
u ∈ C2(Ω) sei eine Unterlösung eines linearen strikt elliptischen Differentialoperators
L =

∑
ij aij∂iju+

∑
i bi∂iu+ cu auf Ω ⊂ Rn offen und zusammenhängend,

−Lu ≤ 0

in Ω mit |aij|, |bi|, |c| ≤ Λ, für den ein v mit v > 0,

−Lv ≥ 0

in Ω existiert.

1. Zeigen Sie, dass w := u/v kein positives Maximum in Ω annehmen kann, außer
wenn w konstant ist.

(Hinweis: Zeigen Sie −
{∑

i,j aij∂ijw+
∑

i(2aijv
−1∂jv+ bi)∂iw

}
≤ 0 auf D :=

{w > 0}.)

2. Falls u ≤ 0 auf ∂Ω zusätzlich gilt, gilt u ≤ 0 in Ω.

Aufgabe 3 (Interpolation) (4 Punkte)
Sie zeigen Lemma 6.3.3: Seien α, µ ∈ (0, 1) und BR eine Kugel in Rn. Dann gilt: für
alle u ∈ C2(BR)

µR|∇u|L∞(BR) ≤ C
{
µ2R2|∇2u|L∞(BR) + |u|L∞(BR)

}
.

Bitten wenden Sie



Aufgabe 4 (Stetigkeitsmodul) (4 Punkte)

Es sei f : Ω→ R stetig. Der Stetigkeitsmodul ωf von f auf Ω ist definiert durch

ωf : (0,∞)→ R, ωf (δ) := sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ Ω, |x− y| < δ.}

Sie zeigen,

1. ωf ist monoton wachsend.

2. ωf ist subadditiv, d.h. für alle δ, δ′ ∈ (0,∞) gilt ωf (δ + δ′) ≤ ωf (δ) + ωf (δ
′).

3. f ist auf Ω genau dann gleichmäßig stetig, falls limδ→0,δ>0 ωf (δ) = 0.

Korrektur. In Aufgabe 4, ist entweder Ω konvex, oder sollen wir |x − y| durch
d(x, y) ersetzen, wobei d : Ω × Ω → R eine Metrik in Ω ist, z.B., die kleinste
Abstand zwischen x, y ∈ Ω in Ω.
————
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