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Aufgabe 1 (Holderstetigkeit und Oszillation) (4 Punkte)
Sie zeigen

(1) [f9lce@) < flea@ldlo=@) + [fl=@)ldlceq) fiir alle f, g € C*(€2).
(2) Seien 2 C R™ be beschrankt, 6 € (0,1). Erfiille f : Q@ — R die folgende Eigen-
schaft

1
05CB,, (y)f < §OSCBT(y)f < oo fiir alle B,.(y) C Q. (1)
Sie zeigen, dass f € C*(£2) mit
B _10g2
~ logh’

(Hierbei ist die Oszillation von f in D definiert durch oscpf = sup, ,ep|f(z) —
f)l)

(Hinweis. Fiir jedes x € B,(y) gibt es eine Ganzahl k > 0 mit 0Fr < |z —y| < 0¥ 1r.
Sie schatzen den Quotient |f(x) — f(y)|/|z — y|* mit (1) ab und zeigen dass der
Quotient beschrdinkt ist, d.h., der nicht von k anhdngt ist, wenn o = —log2/logé.)

Aufgabe 2 (gewichte Holderrdaume ) (4 Punkte)
Sie zeigen: Fiir 0 + 7 > 0 gilt

@ < |flex @lglee, @ V€ CE)(Q), g € CFy(Q).

|fgley () &)

(o+7)

Weiter zeigen Sie, dass

C(IZ?(Q) = {ue Q)] |U|cg,)(9) < oo}

ein Banachraum ist.
Aufgabe 3 (Satz von Leray und Schauder) (4 Punkte)

Sie zeigen den Satz von Leray und Schauder:
Es sei X ein Banachraum und A : X — X eine kompakte Abbildung. Dann besitzt
die Gleichung

u=Au, uelX (2)

eine Liosung, falls folgende A-priori-Abschdtzung gilt:
Es gibt ein r > 0 derart, dass
Jull <7



fur jede Lisung u der Gleichung

u=tAu, uvwe X,0<t<1
gilt. (Die Liosbarkeit der Gleichung u = tAu wird nicht behauptet!)
Beweisidee: Definieren M := {u € X : ||u|| < 2r} und die Abbildung

Bu Au, fir ||Aul| < 2r,
T 2y, i Al > 2,
(1) Zeige, dass B eine kompakte Abbildung der Menge M in sich ist.
Fine kompakte Abbildung ist stetig und bildet jede beschrdnkte Teilmenge auf eine
relativ kompakte Teilmenge ab.

(2) Folgere, dass es einen Fixpunkt fiir B geben muss und schlieflich, da dann auch
eine Losung von (2) existiert.
Sie untersuchen eine rekursive definierte Folge wie in den Beweis von dem Fizpunkt-

satz von Banach.

Bemerkung. Dies ist ein Beispiel des wichtigen Prinzips: Apriori-Abschitzung gibt
Existenz.

Aufgabe 4 (Anwendung vom Satz von Leray und Schauder ) (4 Punkte)

Benutze den Satz, um die Losbarkeit des Problems

u(z) = a/ sinu(y)dy + f(z)

fir a € R, f € C([a,b]) im Raum C([a,b]) zu zeigen.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Léosungsblatt. Abgabe ist am Montag, 13.06., vor der
Vorlesung.



