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Aufgabe 1 (Kontaktmenge) (44-4Punkte)

Seien u € C*(Q) und V2u = (9;;u) die Hessesche von u. Sie zeigen, dass V?u in I'"
nicht-positiv semidefinit ist.

(Hinweis. Fir y € T'" betrachten Sie die Funktion w : I't — R, w(z) = u(zr) —
u(y) — Vuly) - (x —y).)

Aufgabe 2 (Die Menge der Steigerungen) (4 Punkte)

(a) Sei v € C(Bgr(xg)) definiert durch

v(z) = h(l e ;{”M)

Der Graph von v ist ein Kegel mit Spitze der Héhe A im Nullpunkt und der Sphére
0BRr(xo) als Basis. Sie bestimmen 7,(y) fiir allen y € Br(x).

(b) Seien © beschrinkt und konvex und u € C(Q) N C?(f) eine konkave Funktion
mit v = 0 auf 0f). Fixiere xy € ). Sei v eine konkave Funktion, welcher Graph ein
Kegel mit Spitze (zq,u(zp)) und dem Gebiet €2 als Basis ist, mit v = 0 auf 0.
Eigentlich kann man v so definieren, dass v(tzg + (1 — t)&) = tu(x). Setze

S :=7,(x0) ={p e R"|v(z) <v(xg) +p- (x —x0) in Q}.
Sie zeigen, dass S konvex ist und
S C Vu()
gilt.
Aufgabe 3 (Elliptizitdt) (4 Punkte)

Es sei u € C*(2) in dem Gebiet Q C R" eine Losung der Monge-Ampere-Gleiching

mit positivem f. Es gebe ein x( € €1, in dem die Hessesche von u positiv definit ist.
Zeigen Sie, dass die Gleichung dann bei u in ganz € elliptisch ist. (Einfachhalber
betrachten Sie nur n = 2. In diesen Fall ist det(9;;u(x)) = w11 (x)ugn(z) — uiy(x).)



Definition 1.3 (Elliptizitit.) Sei F € ! (M x R" x R x Q) Eine Differen-
tialgleichung F' (D*u, Du,u,-) = 0 zweiter Ordnung mit F = F(ry,pi, 2, u, @
heifit (in = entlang einer Losung u) elliptisch, falls die Ableitung (a%),

T/’j
(%(Dzu(a}), Du(z),u(z), x)) symmetrisch und positiv definit ist.
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