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Aufgabe 1 (Gaußscher Integralsatz) (4 Punkte)
(Gaußscher Integralsatz, oder Divergenzsatz) Sei Ω ein beschränktes Gebiet in Rn

(n ≥ 2). Für jedes Vektorfeld V der Klasse C1(Ω) ∩ C0(Ω̄) gilt∫
Ω

div V (x)dx =

∫
∂Ω

V (y) · ν(y)dS(y).

Hierbei ist ν(x) das normale Einheitsvektorfeld von ∂Ω am Punkt x ∈ ∂Ω.
(i) Leiten Sie aus dem Gaußen Integralsatz die Greenschen Formeln her:∫

Ω

v(x)∆u(x)dx+

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx =

∫
∂Ω

v(y)
∂u

∂ν
(y)dS(y) (1)

∫
Ω

{v(x)∆u(x)− u(x)∆v(x)}dx =

∫
∂Ω

{
v(y)

∂u

∂ν
(y)− u(y)

∂v

∂ν

}
dS(y). (2)

(ii) ωn bezeichnet den Flächeninhalt von der Einheitssphäre Sn−1 = ∂B1(0) ⊂ Rn.
Zeigen Sie mithilfe des Gaußschen Integralsatzes, dass |B1(0)| = 1

n
ωn und |BR(0)| =

R
n
|∂BR(0)| = 1

n
Rnωn gilt.

Aufgabe 2 (Fundamentallösung) (4 Punkte)
Die Fundamentallösung der Laplacegleichung ist definiert durch

Φ(x) :=

{
1

2π
log |x|, n = 2,
1

(n−2)ωn

1
|x|n−2 , n ≥ 3,

Zeigen Sie:

• Φ ist harmonisch in Rn \ {0}, d.h., ∆Φ = 0 in Rn \ {0}.

• Es gilt ∫
∂Br

∂Φ

∂ν
dS = 1 für alle r > 0.

• Es gilt ∫
Br

|Φ|dx→ 0 und

∫
∂Br

|Φ|dS → 0 für r → 0.

• Es gilt Φ ∈ L1(Br(0)) und ∇Φ ∈ L1(Br(0)) für alle r > 0, aber ∇2Φ 6∈
L1(Br(0)).



Aufgabe 3 (Transformation) (4 Punkte)
Es seien B eine reelle (n × n)-Matrix, c ∈ Rn, Q : Rn → Rn, x 7→ Bx + c, und
u ∈ C2(Rn). Zeigen Sie, dass

−∆(u ◦Q) = (L0u) ◦Q

gilt, wobei L0 := −
∑n

i,k=1 aik
∂2

∂xi∂xk
ist und die aik die Elemente der Matrix A :=

BBt sind. Insbesondere ist also ∆(u ◦ Q) = (∆u) ◦ Q, wenn B eine orthogonale
Matrix ist.

Aufgabe 4 (Harmonische Funktionen) (4 Punkte)
Sei Ω := {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 ≤ 4}. Weiter sei u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω̄) eine harmonische
Funktion mit den Randwerten u(x, y) = 1 + 3y2 auf ∂Ω. Geben Sie, ohne u explizit
zu berechnen, den maximalen Wert von u in Ω̄ und den Funktionswert u(0) an.

————
Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt.
Abgabe ist am Montag, 6.5, 14:15 Uhr vor der Vorlesung oder im Fach
von Herrn Schiemanowski im 3. Stock des Mathegebäudes.
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