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Aufgabe 1 (Kontaktmenge) (4 Punkte)

Es sei u € C(2) mit v = 0 auf 9Q und supg u > 0. Zeigen Sie:

1. Fiir die Kontaktmenge von u gilt I'" # () und w(z) > 0 in I'*.

2. Ist Q = By und u € CH(By), gilt |Vu(z)| < 42 fiir jedes 2 € I'F.
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Aufgabe 2 (Subdifferential und Superdifferential) (4 Punkte)

Sei f: R"™ — R eine Funktion. f is superdifferenziebar an der Stelle xg, falls ein
Vektor p € R™ existiert mit

fx) < f(xo) +p- (¥ = o) + 0|z — o)

fir hinreichend kleine |x — xy|. Man nennt p den Supergradienten von f an der
Stelle xg und das Superdifferential 0" f(x) ist die Menge aller Supergradienten von
f im Punkt xq. Aquivalent (mit >) definiert man subdifferenziebar, Subgradient und

Subdifferential O_ f (o).
Zeigen Sie:

1. Falls fiir ein xp p € 07 f(zo) und ¢ € 0_ f(x¢) existieren, dann ist f differen-
ziebar in xg, und p = g = V f(x0).

2. (Kettenregel) Seien f : R™ — R superdifferenziebar an der Stelle 2y mit p €
Ot f(zo) und ¢ : R — R superdifferenziebar an der Stelle yo = f(z0) mit
7 € 0T p(yo). Dann ist ¢ o f : R™ — R superdifferenziebar an der Stelle zy mit

p € 0T (po f)(x0).

Aufgabe 3 (Darstellungsformel fiir die LP Funktionen) (4 Punkte)

Es sei u das Lebesguemafl in R™. Es seien 1 < p < oo und f : R” — R eine messbare
Funktion. Dann gilt fiir alle f € LP(R")

1 =p / a1 @) > e,

Hinweis. Schritt 1: Zeigen Sie die Aussage zunéchst fiir die einfache Funktion axg,
wobei @ € R und E eine messbare Menge ist. Aufgrund der Linearitéit des Integrals



folgt damit die Aussage auch fiir Treppenfunktionen. Schritt 2: Fiir eine beliebi-
ge messbare Funktion f wéhlen Sie eine monotone Folge von Treppenfunktionen
T, mit T,, — |f| (punktweise). Dann verwenden Sie den Satz von der monotonen
Konvergenz.

Aufgabe 4 (MP der subharmonischen Funktionen) (4 Punkte)
Sei Q = BR\B, C R? mit R > r > 0. Wir wissen, dass ¢(z) = a + blog || fiir alle

a,b € R harmonisch in € ist. Sei u € C*(Q) N C(Q) subharmonisch, also —Au < 0
in €. Zeigen Sie, dass

R R t
M(t)-log?§M(T)-log?+M(R)-log; vVt € (r, R)

gilt, wobei M (t) := maxyp, u(z).
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