Ubungsaufgaben zur Vorlesung

PDE SS 2019, Serie 1
Prof. Dr. G. Wang 6.5.19.
Dr. F. Dittberner

Aufgabe 1 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip) (4 Punkte)

a) Sei ) C R" ein Gebiet, das spiegelsymmetrisch beziiglich der Ebene E := {z, =
0} ist, d.h.

(1, Tpo1, @) € Q <= (21,...,Tp_1, —Tp) € L

Weiter bezeichne QF := QN {z,, > 0}.
Zeigen Sie: Ist u € C?(Q+) N C°(QT) harmonisch und u|p = 0, so ist v : Q — R,

(z) = u(z), fallsz, >0
o) = —u(xy, ..., Tpo1, —xy,), fallsz, <0

in C?(Q) und harmonisch. (Hinweis: Benutzen Sie Bemerkung 2.16.)

b) (Kelvin-Transformation) Es sei v : R*\{0} — R harmonisch (n > 2). Sei

0= g (1)

die Kelvin-Transformation. Zeigen Sie, dass v auch harmonisch in R*\{0} ist.

Aufgabe 2 (Harmonische Funktionen, Mittelwerteigenschaft) (4 Punkte)

a) Sei 2 C R™ offen, ux : © — R eine Folge harmonischer Funktionen, die
gleichméBig gegen u konvergiert. Zeigen Sie, dass u in 2 harmonisch ist.

b) Sei u € C*(R™,R) eine harmonische Funktion. Zeigen Sie: die Niveaumengen
Ny :={z € R"| u(z) = a}

sind fir alle o € R entweder leer oder unbeschrankt.

Hinweis: Mittelwerteigenschaft auf grofien Sphdren!



Aufgabe 3 (Das Mazimumprinzip) (4 Punkte)
a) Sei Q C R™ regulir und beschrinkt, sowie u € C%(Q) N C(Q) eine Losung von

Au = —1, inQ
u = 0, auf 0.

Zeigen Sie, dass fiir alle xy € 2

1
> — — 2
U(l’o) — 2n zlergf() ’:E l’o’

gilt. (Hinweis: Betrachten Sie die Funktion w = u + 5-|z — z[*.)
b) Wenn z, € Q ein lokales Maximum von w ist, so gilt Au(zg) < 0.

c) u geniige Au = u® — u und sei am Rand beschrinkt: [u(99)| < 1. Zeigen Sie,
dass —1 < u <1 in  gilt.

Aufgabe 4 (Harnacksche Ungleichung und Satz von Liouwville) (4 Punkte)

a) Seiu € C*(Bgr(0))NC°(Bgr(0)) harmonisch und nicht-negativ. Leiten Sie aus der
Poisson-Formel folgende Version einer Harnackungleichung her:

R2R—z]) o o i) < BB+ 2]
R lapy O =10 = g ©

fir alle x € Bg(0).

b) Leiten Sie daraus den Satz von Liouville ab: Eine nach unten (oder oben) be-
schriinkte harmonische Funktion u € C*(R") ist konstant.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Lisungsblatt. Abgabe ist am Montag, 6.5, 14:15 Uhr
vor der Vorlesung oder im Fach von Herrn Schiemanowski im 3. Stock
des Mathegebiudes.



