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Aufgabe 1(Skalierung) (4 Punkte)
Zeigen Sie durch Skalierung die Verallgemeinerung von Theorem 4.13:

Theorem 4.14. Sei BR eine Kugel in Rn mit Radius R, f ∈ Cα(BR) für ein α ∈ (0, 1)
und ‖f‖Cα(BR) < ∞. Sei u ∈ L∞(BR) ∩ C2(BR) eine Lösung von ∆u = f in BR.
Dann ist u ∈ C2,α(BR). Weiter gilt
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wobei C > 0 eine nur von n und α abhängten Konstante ist.

Aufgabe 2 (Interpolation der Normen) (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn beschränkt. Zeigen Sie, dass für alle ε > 0 eine Konstante C =
C(ε, n, α,Ω) > 0 existiert, so dass

‖u‖C2 ≤ ε[u]C2,α + C‖u‖L∞(Ω), ∀u ∈ C2,α(Ω)

gilt. Hinweis. Widerspruchsargument und Arzelá–Ascoli.

Aufgabe 3 (Eigenschaften der gleichmäßigen Konvergenz) (4 Punkte)
Sei wε : Ω→ R eine Folge von C1-Funktionen, die gegen w gleichmäßig konvergiert.
Weiter konvergiere ∂jwε gegen vj gleichmäßig für ein 1 ≤ j ≤ n. Dann folgt die
Existenz von ∂jw mit ∂jw = vj.

Aufgabe 4 (Stetigkeitsmodul) (4 Punkte)
Es sei f : Ω→ R stetig. Das Stetigkeitsmodul ωf von f auf Ω ist definiert durch

ωf : (0,∞)→ R, ωf (δ) := sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ Ω, |x− y| < δ.}
Zeigen Sie:

1. ωf ist monoton wachsend.

2. ωf ist subadditiv, d.h. für alle δ, δ′ ∈ (0,∞) gilt ωf (δ + δ′) ≤ ωf (δ) + ωf (δ
′).

3. f ist auf Ω genau dann gleichmäßig stetig, falls limδ→0,δ>0 ωf (δ) = 0.
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