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Aufgabe 1(Maximumprinzip und Abschätzung) (4 Punkte)

Sei u ∈ C3(Ω) eine Lösung von −Lu = −
∑n

i,j=1 aij(x)uxixj(x) = 0 in Ω.

Sei der Operator L gleichmäßig elliptisch und aij(x) ∈ C1(Ω) (i, j = 1, 2, . . . , n).

(a) Setze v = |∇u|2 + λu2. Zeigen Sie, dass −Lv ≤ 0 in Ω für hinreichend großes
λ > 0 gilt.

(b) Zeigen Sie, dass

‖∇u‖L∞(Ω) ≤ C(‖∇u‖L∞(∂Ω) + ‖u‖L∞(∂Ω))

gilt.

Aufgabe 2 (Maximumprinzip für die Wärmeleitungsgleichung) (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn beschränkt und offen. Auf Ω× [0,∞) = {(x1, . . . , xn, t) | t ≥ 0} betrachte
man die Wärmeleitungsgleichung

ut −∆u = 0.

Zeigen Sie, dass für eine Lösung u ∈ C2(Ω× (0, T ]) ∩ C(Ω× [0, T ]) (T ∈ (0,∞))

sup
Ω×[0,T ]

≤ sup
PΩ

u

gilt, wobei PΩ = Ω× {0} ∪ (∂Ω× (0, T ]) der parabolische Rand ist.
Hinweis. Schritt 1: Betrachten Sie ut−∆u < 0. Schritt 2: Betrachten Sie vε = u−εt.

Überlegen Sie zusätzlich, ob die Aussage auch für T =∞ gilt.

Aufgabe 3 (Wellengleichung) (4 Punkte)

(a) Sei Ω ⊂ R2 offen. Kann eine nichtkonstante Lösung u ∈ C2(Ω) der Differential-
gleichung

uxy = 0 in Ω (1)

ein inneres Maximum in Ω annehmen?



(b) Sei u ∈ C2(Ω) eine Lösung von (1). Definieren Sie v(ξ, η) = u(x, y) mit ξ = x+ y
und η = x− y. Leiten Sie eine Differentialgleichung für v her.

Aufgabe 4 (Maximumprinzip ohne die Bedingung c ≤ 0) (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn offen und zusammenhängend. Sei u ∈ C2(Ω) eine Unterlösung eines
linearen, strikt elliptischen Differentialoperators L =

∑
ij aij∂iju+

∑
i bi∂iu+ cu mit

−Lu ≤ 0

in Ω, wobei |aij|, |bi|, |c| ≤ Λ. Außerdem existiere ein v mit v > 0 und

−Lv ≥ 0

in Ω.

1. Zeigen Sie, dass w := u/v kein positives Maximum in Ω annehmen kann, außer
wenn w konstant ist.

Hinweis. Zeigen Sie, dass −
{∑

i,j aij∂ijw +
∑

i(2aijv
−1∂jv + bi)∂iw

}
≤ 0 auf

D := {w > 0} gilt.

2. Zeigen Sie: Falls zusätzlich u ≤ 0 auf ∂Ω gilt, gilt auch u ≤ 0 in Ω.

————
Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Montag, 3.6., vor der
Vorlesung.
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