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Aufgabe 1 (gewichte Hélderrdume) (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir o +7 >0

@ < |flce (Q)|9|C(C;)(ﬂ) VI € Chy (), g € CG ().

| fglce )

(o47)

gilt. Zeigen Sie weiter, dass

CE(Q) = {u € CH(Q)] July (o) < o0}

o)

ein Banachraum ist.

Aufgabe 2 (Kompaktheit der Ldosungen) (4 Punkte)
Zeigen Sie Korollar 6.9:

Sei €1 beschrinkt und L einer Operator wie in Bedingung 5.1. Seien a;;, b; und c
C®-Funktionen in Bg fir ein a € (0,1). Sei f € C*(Q) mit || f|ce@) < 00, und
geniigte ux € L(Q) N C**(Q)

—Luy=f mQ, Vki=12,...

und
Sl;p || oo () < 00.

Dann ezistiert eine Teilfolge up und eine Funktion u € C**(Q) derart, dass up — u
in C? auf jeder kompakten Teilmenge von Q und

—Lu=f inQ

qgilt.

Aufgabe 3 (Satz von Leray und Schauder) (4 Punkte)
Zeigen Sie den Satz von Leray und Schauder:
FEs sei X ein Banachraum und A : X — X eine kompakte Abbildung. Dann besitzt
die Gleichung

u=Au, uweX (1)

eine Losung, falls folgende a-priori-Abschitzung gilt:
Es gibt ein r > 0 derart, dass
Jull <7

fur jede Lisung u der Gleichung

u=tAu, uvwe X, 0<t<1



gilt. (Die Lisbarkeit der Gleichung u = tAu wird nicht behauptet!)

Beweisidee: Definieren Sie M := {u € X : ||u|| < 2r} und die Abbildung

Au,  fir ||Au|| < 2r,

Bu:= { 27’@—3”, fir || Aul| > 2r,

(1) Zeigen Sie, dass B eine kompakte Abbildung der Menge M in sich ist.
Fine kompakte Abbildung ist stetig und bildet jede beschrinkte Teilmenge auf eine
relativ kompakte Teilmenge ab.

(2) Folgeren Sie, dass es einen Fixpunkt fiir B geben muss und schliefllich, dass dann
auch eine Losung von (1) existiert.

Untersuchen Sie eine rekursive definierte Folge wie in den Beweis von dem Fix-
punktsatz von Banach.

Bemerkung. Dies ist ein Beispiel fiir das wichtige Prinzip, dass Apriori-Abschétzung
Existenz von Losungen liefern.

Aufgabe 4 (Anwendung vom Satz von Leray und Schauder) (4 Punkte)
Benutze den Satz von Aufgabe 3, um die Losbarkeit des Problems

b
u(z) = a / sinu(y)dy + £(z)

fir a € R, f € C([a,b]) im Raum C([a,b]) zu zeigen.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Lisungsblatt. Abgabe ist am Montag, 23.6., vor der
Vorlesung.



