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Aufgabe 1 (Das Bild eines elliptischen Operators )
Sei L der Operator aus Aufgabe 3 von Serie 10. Zeigen Sie indirekt: Ist X ¢ C3*(Q)
ein abgeschlossener Unterraum mit ker LNX = {0}, so gibt es eine Konstante C' < oo
mit

HUHCQ’O‘(Q) < CHLUHCo,a(Q) fiir alle v € X,
und L(X) ist ein abgeschlossener Unterraum von C%%(Q).

Aufgabe 2 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei 2 C R™ offen und sei v € C*(£2) harmonisch (Au = 0). Zeigen Sie:

L u(z0) = Fyp, (ny) U Ao, (x) fiir alle By (z9) CC Q
2. u(zg) = UCBT(mo) udL™ fir alle B,(xg) CC Q
Hinweis: Betrachten Sie die Hilfsfunktion ¢(r) = By (x9) U 0B, (z9) und verwenden

Sie den Satz von Gaufl.

Aufgabe 3 (Abschitzungen von Cauchy)

Sei Q@ C R™ offen. Zeigen Sie: Zu k € Ny existieren Konstanten C' = C(n, k) < oo
mit folgender Eigenschaft: Ist u € C°°(€Q2) harmonisch in Q und B,(z¢) CC €, so
gilt:

rk
Br(xo)

fiir alle Multiindices a mit |o| = k.
Hinweis: Verwenden Sie induktiv Aufgabe 2.

Aufgabe 4 (Satz von Liouville)

Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 3:

Sei u € C°°(R™) harmonisch mit |u(z)| < C(1 + |z|¥?) fiir alle z € R", ein k € Ny
und ein a € [0, 1). Dann ist u ein Polynom vom Grad hochsten k.
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