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Aufgabe 1 (schwache Ableitung)
Betrachten Sie folgende, auf B1(0) ⊂ Rn definierte, Funktion:

u(x) := |x|−α für x 6= 0 und u(0) := 0.

Für welche Werte von α > 0, n, p hat u eine schwache Ableitung in Lp(B1(0))?

Aufgabe 2 (Euler-Lagrange-Gleichung für einen quadratischen Integranden)
Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen für

1. F(u) =
∫

Ω
(Aαβ

ij ∂αui∂βuj + Ciju
iuj) dLn und

2. W(u) = 1
2

∫ T

0

∫
Ω
|∂tu(x, t)|2 − |Dxu(x, t)|2) dx dt.

Warum besitzt W keinen Minimierer u ∈ C1(Ω× [0, T ])?

Aufgabe 3 (zum Fundamentallemma der Variationsrechnung)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes C1-Gebiet und sei u ∈ C0(Ω). Für alle ϕ ∈ C∞(Ω)
gelte: ∫

∂Ω

uϕdHn−1 = 0.

Zeigen Sie, dass u = 0 auf ∂Ω.

Aufgabe 4 (Kapillarflächen)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes C1-Gebiet. Betrachten Sie für κ, σ ∈ R das Funktional

F : C2(Ω) → R

gegeben durch

F(u) :=

∫

Ω

√
1 + |Du|2 dLn +

κ

2

∫

Ω

u2 dLn + σ

∫

∂Ω

u dHn−1.

Bestimmen Sie die erste Variation δF(u, ϕ) von F und die resultierenden Differen-
tialgleichungen in Ω und ∂Ω falls δF(u, ϕ) = 0 für alle ϕ ∈ C∞(Ω). Interpretieren
Sie die Randbedigungen geometrisch.
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