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Aufgabe 1 (schwache Ableitung)
Betrachten Sie folgende, auf B;(0) C R™ definierte, Funktion:

w(z) = |z|™* fiir z # 0 und u(0) := 0.

Fiir welche Werte von o > 0, n, p hat u eine schwache Ableitung in LP(B;(0))?

Aufgabe 2 (Euler-Lagrange-Gleichung fiir einen quadratischen Integranden)
Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir

1. F(u) = fQ(A%-B@aunguj + Cjju'u? ) dL™ und
2. W) = 3 [ [ [8su(x,t)|> — | Dyu(a, t)|?) da dt.

Warum besitzt W keinen Minimierer u € C*(Q2 x [0,77)?

Aufgabe 3 (zum Fundamentallemma der Variationsrechnung) _
Sei  C R™ ein beschriinktes C''-Gebiet und sei u € C°(Q). Fiir alle ¢ € C>(Q)

gelte:
/ updH™ ' = 0.
o9

Zeigen Sie, dass u = 0 auf 012.

Aufgabe 4 (Kapillarflichen)

Sei 2 C R” ein beschrinktes C'-Gebiet. Betrachten Sie fiir , 0 € R das Funktional
F:C*Q) —R

gegeben durch

F(u) ::/\/1+|Du|2d£"—|—g/u2d£”+a/ udH" .
Q Q 20

Bestimmen Sie die erste Variation 0F(u, ) von F und die resultierenden Differen-

tialgleichungen in Q und 02 falls 0F (u, p) = 0 fiir alle p € C*(€2). Interpretieren
Sie die Randbedigungen geometrisch.
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