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Aufgabe 1
Sei u ∈ W 1,p(Ω). Zeigen Sie, dass u+, |u| ∈ W 1,p(Ω) und

Du+ = χ{u>0}Du Ln-fast überall

D|u| = χ{u>0}Du− χ{u<0}Du Ln-fast überall.

Zeigen Sie außerdem, dass

Du = 0 Ln-fast überall auf {u = 0}.

Tipp: Betrachten Sie für ε > 0 die Funktionen

Fε(r) :=

{√
r2 + ε2 − ε ; r ≥ 0

0 ; r < 0.

Aufgabe 2
Sei Ω ⊂ Rn ein konvexes Gebiet und sei u : Ω → R eine Funktion. Beweisen Sie,
dass

u ∈ Lip(Ω)⇔ u ∈ W 1,∞(Ω).

Aufgabe 3
Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet und sei u ∈ W 1,p(Ω). Zeigen Sie folgende Implikation:

Du = 0 ⇒ u ist fast überall konstant

Aufgabe 4
Sei u ∈ W 1,p((0, 1)) mit p ∈ (1,∞). Zeigen Sie:

|u(x)− u(y)| ≤ |x− y|1−
1
p

(∫ 1

0

|u′|p
) 1

p

für L1-fast alle x, y ∈ (0, 1).
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