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Aufgabe 1 (Projektion)

Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum und sei A C H ein nicht-leerer, abgeschlossener, linea-
rer Teilraum von H. Dann gibt es fiir alle f € H genau ein f; € A und genau ein
fo € At mit f = fi + fo. Dabei ist A+ wie folgt erklirt

At :={ge H:(f g)=0 firalle fc A}.

Aufgabe 2 (Lipschitzgebiet)
Definition: Ein Gebiet 2 C R™ heifit Lipschitz-Gebiet, falls es fiir alle x € 9§ (nach

geeigneter Umnummerierung der Koordinaten) eine offene Umgebung U von z und
eine Funktion u € Lip(R"™!) gibt, sodass

QNU ={(z,y) € U :u(z) >y}

Sei 2 C R™ ein Lipschitz-Gebiet. Zeigen Sie, dass es fiir alle x € 0f) eine offene
Umgebung U von z und eine eine Bi-Lipschitzabbildung ¢ : U — ¢(U) gibt, sodass
Folgendes gilt:

p(QNU) =HN@U), wobei H=R""!x (—oc0,0).

Zeigen Sie, dass die Umkehrung nicht gilt. Betrachten Sie dazu folgende Funktion:
¢ : (r,0) — ere? mit einer geeignet gewihlten Funktion ¢.

Aufgabe 3 (Gegenbeispiel zum Satz von Rellich)
Sei

Q:=(0,1) x (=1,1) \ D Z;, wobei Z; .= {277} x [0,1],

und sei ¢y : 0 — R eine Folge, gegeben durch

o 527D <gp <ok iy > 1
er(z,y) =< 20y ;270D <x<2F o<y <]
0 ; sonst,.

Zeigen Sie, dass zu geeignet gewihlter Folge ¢ gilt: o) ist eine in WH(Q) be-
schriinkte Folge, die keine in L!(€2) konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 4 (zum Satz von Arzela-Ascoli)
Sei K C R" eine kompakte Menge und sei v, € C*([0, 1], K') eine Folge von reguliren
(d.h. y,.(¢) # 0 fiir alle ¢ € [0, 1]) Kurven mit

sup L(yx) < C < oo.
keN



Zeigen Sie, dass es eine stetige Kurve v : [0, 1] — K und Umparametrisierungen ¢y,
gibt, sodass
Ve o @ — vy in CV.
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