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Aufgabe 1 (Poincaré mit Mittelwert)
Sei Q1 C R™ ein beschriinktes Gebiet mit C'-Rand. Zeigen Sie durch Widerspruch:

Es gibt eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle u € W'?(Q) mit [, udL" = 0 gilt:

ullz2) < Cl|Dul| 2oy

Aufgabe 2 (Neumann-Problem)
Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand und dufierer Normale v. Betrach-
ten Sie fiir a®® € L>(Q) den schwach definierten Operator

L:Wh(Q) — W(Q Z@g *P,u),
a,B=1
wobei a symmetrisch und elliptisch mit Konstante p1 > 0 sei. Zeigen Sie:

1. Fir u € C*Q)NCHQ) und a*® € CHQ) N C°(Q) ist die Gleichung Lu = f

aquivalent zu

- Z 95(a*PO,u) = f in Q, Z Oaua®vg =0 auf 99.
a,B=1 a,B=1

2. Fir f € L*(Q) ist die Gleichung Lu = f genau dann lésbar, wenn [, f dL™ =0
ist.
Tipp: Fassen Sie den Operator L als Abbildung von X nach X’ auf, wobei
X:={ueW?Q): [judl" =0}

Aufgabe 3 (Schwingungsgleichung)

Betrachten Sie fiir I = (=3, %) und A € R den Operator Ly : Wy (1) — Wy (I),
Lyu = u" + A\u.

1. Zeigen Sie folgende Implikation:

u ist schwache Losung von Lu = 0 = u ist klassische Losung von u” + Au = 0.
2. Bestimmen Sie ker(Ly) und Bild(Ly,).
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