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Aufgabe 1 (Geradebiegen des Randes)
Sei Ω ⊂ R

n ein beschränktes Gebiet der Klasse C1, d.h. für alle x0 ∈ ∂Ω existiere
eine offene Umgebung U von x0 und ein C1-Diffeomorphismus ϕ : U → B1(0) mit
ψ := ϕ−1, sodass

ϕ(Ω ∩ U) = B1(0)+ = {x = (x1, ..., xn) ∈ B1(0) : xn > 0}.

u ∈W
1,2
0 (Ω) sei eine schwache Lösung der elliptischen PDE

−∂β(aαβ∂αu) − ∂β(bβu) + cα∂αu+ qu = Λ in Ω,

wobei aαβ , bα, cα, q ∈ L∞(Ω) und Λ ∈ W
1,2
0 (Ω)′ seien. Welche Gleichung erfüllt

v := u ◦ ψ in B1(0)+?

Aufgabe 2 (Ehrling-Lemma)
Sei K ∈ L(X, Y ) ein kompakter Operator und sei T ∈ L(Y, Z) injektiv. Zeigen Sie
durch Widerspruch, dass es für alle ε > 0 eine Konstante C(ε) <∞ gibt, sodass für
alle x ∈ X gilt:

‖Kx‖Y ≤ ε‖x‖X + C(ε)‖TKx‖Z .

Aufgabe 3 (Hilbertraum-Adjungierte)

1. Es seien (X, (·, ·)X) und (Y, (·, ·)Y ) Hilberträume und T ∈ L(X, Y ). Zeigen Sie
die Existenz eines Operators T ∗ ∈ L(Y,X), so dass für alle x ∈ X und y ∈ Y

gilt:
(Tx, y)Y = (x, T ∗y)X. (1)

Zeigen Sie zudem, dass T ∗ durch (1) eindeutig bestimmt ist. T ∗ heißt die
Hilbertraum-Adjungierte zu T .

2. Sei Ω ⊂ R
n offen. Betrachten Sie den Operator

D : W 1,2
0 (Ω) → L2(Ω,Rn), u 7→ Du = (∂1u, ..., ∂nu).

Bestimmen Sie die Hilbertraum-Adjungierte D∗ : L2(Ω,Rn) → W
1,2
0 (Ω) zu D.

Hierbei sind wie üblich für u1, u2 ∈W
1,2
0 (Ω) und v1, v2 ∈ L2(Ω,Rn)

(u1, u2)W 1,2 =

∫
Ω

(u1u2 + 〈Du1, Du2〉) dL
n und (v1, v2)L2 =

∫
Ω

〈v1, v2〉 dL
n.
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