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Aufgabe 1 (Radialsymmetrische Lösungen) (4 Punkte)
Zeit c > 0. Zeigen Sie, dass alle radialsymmetrische Lösungen u von

utt − c2∆u = 0 in R3 × R

die folgende Form haben:

u(x, t) =
F (|x| − ct) +G(|x|+ ct)

|x|

Aufgabe 2 (Invarianz unter Lorentz-Transformation ) (4 Punkte)
Sei a eine Konstante mit |a| < 1.Zeigen Sie, dass die Wellengleichung

utt −∆u = 0 in R× R3

ist erhalten, unter der Lorentz-Transformation invariant ist. Das heißt, dass mit
s =

t− ax1√
1− a2

,

y1 =
x1 − at√

1− a2
,

yi = xi, für i = 2, 3.

auch u(s, y1, ..., yn) eine Lösung der Wellengleichung ist.

Aufgabe 3 (Regularitätsanforderungen) (4 Punkte) Man beweise, dass
die Regularitätsanforderungen an die Anfangsdaten für die Wellengleichung in drei
Dimensionen 

utt −∆u = 0 in R3 × R,
u(x, 0) = ϕ(x), für x ∈ R3

ut(x, 0) = ψ(x), für x ∈ R3

im Allgemeinen notwendig sind. Das bedeutet, dass ϕ ∈ C3(R3), ψ ∈ C2(R3) im
Allgemeinen notwendig ist, um u ∈ C2(R× R3) zu erhalten.

Hinweis. Man betrachte ϕ = 0 und ein konkretes radialsymmetrisches ψ ∈ C1 mit
ψ|B1(0) = 0. Zeigen Sie dann, dass die Abbildung t 7→ ∆u(0, t) im Allgemeinen nicht
für alle Zeiten stetig ist.



Aufgabe 4 (Eine alternative Lösungsmethode ) (4 Punkte)
Seien ϕ ∈ C2(R3) und ψ ∈ C1(R3). Sei weiter u ∈ C2(R3 × [0,∞)) eine Lösung von

utt −∆u = 0 in R3 × (0,∞),
u(x, t) = ϕ(x), für x ∈ R3

ut(x, t) = ψ(x), für x ∈ R3

(a) Für beliebiges (x0, t0) ∈ R3 × (0,∞) definieren wir für x ∈ Bt0(x0)\{x0} ein
Vektorfeld V (x) durch

V (x) :=

(
Du(x, t)

|x− x0|
+ u(x, t)

x− x0
|x− x0|3

+ ut(x, t)
x− x0
|x− x0|2

) ∣∣∣∣
t=t0−|x−x0|

.

Zeigen Sie, dass
divV = 0.

(b) Leiten Sie eine Formel für u(x0, t0) bzgl. ϕ und ψ durch Integrieren von divV
in Bt0(x0)\Bε(x0) mit ε→ 0+ her.

Bemerkung: Diese ist eine alternative Lösungsmethode.
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