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Aufgabe 1 (Energie-Methode, Eindeutigkeit) (4 Punkte)
Sei Q C R™ ein beschrinktes C'-Gebiet und v € C*1(Q x (0,T)) N CH(Q x [0,T])

eine Losung von

u—Au = 0in Q x (0,7)
u = 0aufoQx(0,7).

Wir definieren nun

F(t) = /Qu(a:, t)%dz.

Zeigen Sie, dass F' in (0,7) differenzierbar ist und F'(¢) < 0 fiir alle ¢ € (0,7T') ist.
Folgern Sie, dass u = 0 in 7, falls u zusétzlich

u = 0in Qx {0}

erfiillt.

Aufgabe 2 (Transformation) (2 Punkte)
Sei w: R x RT - R, (z,t) — w(x,t) eine Losung von

Wy = QWgye + Pw, +yw, t>0,2eR.

Die Parameter «, § und v sind hierbei feste reelle Zahlen und a > 0. Fiir \;a € R

definieren wir
t
Ung(t, ) = M/ ey (a:, —) :
Q

Finden Sie eine Wahl fiir A und @ in Abhéngigkeit von «, 8 und -, sodass u,, die
Warmeleitungsgleichung
Ut = Ugy

in R x RT erfiillt.



Aufgabe 3 (Eindeutigkeit ) (2 4 4 Punkte)

(a) Essei I =[a,b) C R ein Intervall, o, 8 € C°(I,R) und w € C*(I°,R)NC°(I,R)
(hierbei I° = (a, b)) eine Funktion, die die Ungleichung

w'(t) < B(t)w(t) +alt) Vtel
erfiillt. Zeigen Sie, dass fiir alle t € I die Ungleichung
t
w(t) S w(a)efa B(S)ds) + / Oé(?”)@ﬁ“ B(S)der

a

gilt. Insbesondere folgt also w(t) < 0 fir t € I, falls &« = 0 und w(a) = 0.

(b) Sei B die offene Einheitskugel in R™ und f € C°([0,00)). Wir betrachten das
Problem

w—Au=f#t)(u—EY—1, in Bx[0,00),

2n
u(x,t):%, VredBund t >0
u(x,0) = 5=, Vx € B

und suchen nach Lésungen u € C?(B x (0,00)) N C%(B x (0, 00)).

(i) Zeigen Sie, dass das Problem hochstens eine Losung hat.

(ii) Zeigen Sie, dass falls das Problem eine Losung hat, sie nicht negativ ist
und die Abschéitzung

i

1 t
< < — L 1
0 < u(z,t) < 5 exp{/o f(s)ds} + 5 (1)
erfiillt. Weiter gilt u(z,t) < 1/n, falls f <0.

Hinweis. Benutzen Sie Aufgabe 3(a) zweimal. Fiir die Findeutigkeit betrachten
Sie w(t) = [zv*(x,t)dz, wobei v = uy — uy die Differenz zweier Lisungen ist.

Um die Abschdtzung (1) zu erhalten, ist es hilfreich u — % zu betrachten.
Aufgabe 4 (Spiegelung) (4 Punkte)
Losen Sie das folgende Problem:

Up = Ugy, in RT x R
u.(0,t) =0, vVt >0

u(,0) = p € CLRT), mit ,(0) = 0.

Spiegeln Sie hierfiir das Problem zunéichst um ein Problem auf R x R (erstes
Argument = und zweites t) zu erhalten.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt.
Abgabe ist am Montag, 14.12, 12:15 Uhr
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