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Aufgabe 1 (Euler-Lagrange-Gleichung für einen quadratischen Integranden)
Bestimmen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung für

F(u) =

∫
Ω
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Aufgabe 2 (Harmonische Abbildungen in die Sphäre)
Sei C = {v ∈ C1(Ω,Rn) ∩ C2(Ω,Rn) : |v| = 1}, und u ∈ C mit

F(u) :=

∫
Ω

|Du|2 = inf{F(v) : v ∈ C, u = v auf ∂Ω}.

Folgern Sie die Differentialgleichung −∆u = |Du|2u.

Aufgabe 3 (konvexe Funktionale)
Sei Ω ⊂ Rn beschränktes Gebiet mit C1-Rand, φ ∈ C2(Rn) konvex und g ∈ C0(Ω).
Betrachten Sie auf C = {u ∈ C1(Ω) : u = 0 auf ∂Ω} das Funktional

F(u) =

∫
Ω

(φ(Du) + gu).

Zeigen Sie: u ist genau dann Minimierer von F in C, wenn gilt:

−div [(Dpφ)(Du)] = g.

Aufgabe 4 (Lipschitzabhängigkeit)
Sei Ω ⊂ Rn offen und f : Ω→ Rn Lipschitzstetig. Wir betrachten das Anfangswert-
problem

x′(t) = f(x(t), t) für t ∈ I, x(0) = x0 ∈ Ω.

Formulieren und beweisen Sie:
die Lösung hängt Lipschitzstetig von den Anfangsdaten ab.

(Tipp: Sei L die Lipschitz-Konstante von f , x(t), y(t) Lösungen, und Ψ(t) :=
e−2Lt|x(t)− y(t)|2. Berechnen Sie Ψ′(t)...)

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen sowie die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf jedes
Lösungsblatt. Abgabe ist am Montag, 4.5.2009 bis 9:15.


