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Aufgabe 1 (starke und schwache lokale Minimalstelle) (4 Punkte)

Gemi Definition 2.5 ist u € C CU C X = (Q,RY)
1) eine schwache lokale Minimalstelle von F in C, fall 36y > 0 mit

F(u) < F(v), Vveln Bs,(u; X).
2) eine starke lokale Minimalstelle von F in C, fall 35y > 0 mit
F(u) < F(v), YveClCn Bs,(u;C(Q,RY)).
Sie zeigen, dass
a) u(x) = 0 eine schwache lokale Minimalstelle von F(u) = fol(u’(t)2 —u/(t)*)dt in

C={u€ X |u(0) =u(l) =0} ist, wobei X = C'([0, 1]) ist;
b) aber u(x) = 0 keine starke lokale Minimalstelle ist.

(Hinweis Betrachte die Folge (p <1)

2 0<t<p
Upg =\ _a_
.

SIS

(t—1), p<t<l

und berechne F(uy,) mit p — 1. u,, lassen sich durch C* Funktionen in L appro-
zimieren. )

Aufgabe 2 (konvexe Funktionale) (4 Punkte)

Sei 2 C R" beschriinktes Gebiet mit C'-Rand, ¢ € C*(R") konvex und g € C°(1Q).
Betrachten Sie auf C = {u € C*(Q) : u = 0 auf 9Q} das Funktional

Flw = [ (@(Du) + gu)
Zeigen Sie: u ist genau dann Minimierer von F in C, wenn gilt:
div [(Dpg)(Du)] = g.
Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es seien

F(u) = /01 u'(r)’dz und  G(u) = /01 u?(z)dx.



Man beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

i) u ist globaler Minimierer fiir F in D = C**[0,1] N {w(0) = 0,u(1) = 0} unter
der Nebenbedingung G(u) = 1.

i) uw e C?0,1], G(u) =1, v + Au = 0 auf [0, 1], u(0) = 0,u(1) =0,
1 1
)\/ h*dx < / h2dz fiir alle h € Cy*™"[0,1].
0 0

Man gebe u und A > 0 unter der Annahme, dass (i) oder (ii) erfiillbar sind, explizit
an.

Die Gleichung )\fol h2dx < fol h2dx heifit die Poincaré-Ungleichung.
Aufgabe 4 (4 Punkte)

Man berechne einen globalen Minimierer v € D = Ch*'[0, 1] fiir

F(u) = /Ol(u’)zd:c

unter den isoperimetrischen Nebenbedingungen

1
Ql(u):/ u?=1 und gg(u):/udx:m,
0

sofern er existiert. Gilt bei Existenz eine Poincaré-Ungleichung for all h €
(0,1 N { [ hdz = 0}?

Bemerkung. Die Existenz fiir m?> = 1 ist klar und fiir m®> < 1 kann sie mit den
direkten Methoden, die wir spdter untersuchen werden, bewiesen werden.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt. Abgabe ist am Dienstag, 20.5., vor der
Vorlesung.



