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Aufgabe 1 (starke und schwache lokale Minimalstelle ) (4 Punkte)

Gemäß Definition 2.19 ist u ∈ C ⊂ U ⊂ X = C1(Ω,RN):
1) eine schwache lokale Minimalstelle von F in C, falls: ∃ δ0 > 0 mit

F(u) ≤ F(v), ∀v ∈ C ∩Bδ0(u;X).

2) eine starke lokale Minimalstelle von F in C, falls: ∃ δ0 > 0 mit

F(u) ≤ F(v), ∀v ∈ C ∩Bδ0(u;C(Ω,RN)).

Zeigen Sie:

a) u(x) = 0 ist eine schwache lokale Minimalstelle von F(u) =
∫ 1

0
(u′(t)2 − u′(t)4)dt

in C = {u ∈ X |u(0) = u(1) = 0} mit X = C1([0, 1]) .

b) u(x) = 0 ist keine starke lokale Minimalstelle .
(Hinweis Betrachte die Folge (p < 1)

up,q =

{ q
p
t, 0 ≤ t ≤ p
q
p−1

(t− 1), p < t ≤ 1

und berechne F(up,q) mit p→ 1. Die up,q lassen sich durch C1-Funktionen geeignet
approximieren.)

Aufgabe 2 (Minimierungsproblem ohne Lösung) (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass das Funktional

F(u) =

∫ 1

0

((
u′2(x)− 1

)2
+ u(x)2

)
dx

sein Infimum auf C1([0, 1]) nicht annimmt.

b) Sei F(u) :=
∫ 1

−1
(x2u′(x)2 + xu′(x)3)dx. Es gilt:

δF(0, ξ) = 0 ∀ ξ ∈ C1
0([−1, 1]), δ2F(0, ξ) > 0 ∀ 0 6= ξ ∈ C1

0([−1, 1]).

Zeigen Sie, dass u(x) = 0 aber keine schwache lokale Minimalstelle von F ist.



Aufgabe 3 (Kapillarflächen) (4 Punkte)

Sei Ω ⊂ Rn beschränktes Gebiet mit C1-Rand. Betrachte für u ∈ C2(Ω) und κ, σ ∈
R das Funktional

F(u) =

∫
Ω

√
1 + |Du|2 +

κ

2

∫
Ω

u2 + σ

∫
∂Ω

u dµ.

Es gelte
δF(u, ϕ) = 0 für alle ϕ ∈ C2(Ω).

Berechnen Sie die resultierenden Gleichungen in Ω sowie auf ∂Ω, und interpretieren
Sie die Randbedingung geometrisch, änhlich wie in Bsp 2.32.

Aufgabe 4 (EL-Gleichung ) (4 Punkte)

Betrachten Sie F(u) :=
∫ b
a
F (u(x), u′(x))dx, d.h. die Lagrange-Funktion F ist nicht

von x abhängig.

a) Leiten Sie die Euler-Lagrange-Gleichung von F her.

b) Sei u eine Lösung der Euler-Lagrange-Gleichung von F . Zeigen Sie:

F (u, u′)− u′Fp(u, u′) = const. auf [a, b].

(Wir nehmen an, dass F und u geeignete Regularität haben.)

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Übungsgruppe auf jedes Lösungsblatt. Abgabe ist am Montag, 30.10.2023 vor
der Vorlesung.
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