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Aufgabe 1 (kovariante Ableitung längs Kurven)
Für ξ, η ∈ C1(I,R2) und ϕ ∈ C1(I) erfüllt die kovariante Ableitung längs c : I → U
bzgl. g folgende Rechenregeln:

(1)
∇(λξ + µη)

dt
= λ
∇ξ
dt

+ µ
∇η
dt

.

(2)
∇(ϕξ)

dt
= ϕ
∇ξ
dt

+ ϕ′ξ.

(3) g(ξ, η)′ = g
(∇ξ
dt
, η
)

+ g
(
ξ,
∇η
dt

)
.

Aufgabe 2 (Parallelverschiebung)
Sei c : (−1, 2) → {(x, z) ∈ R2 : x > 0}, c(t) = (r(t), h(t)), eine reguläre nach der
Bogenlänge parametrisierte C2-Kurve. Betrachten Sie die Rotationsfläche

F (t, ϕ) =

 r(t) cosϕ
r(t) sinϕ
h(t)

 ,

mit der induzierten Metrik (vgl. Beispiel 6.3)

G(t, ϕ) =

(
1 0
0 r(t)2

)
.

(a) Es sei für festes ϕ0 ∈ R, t0 ∈ [0, 1] die Kurve γϕ0 : [0, t0]→ R2 gegeben durch
γϕ0(t) = (t, ϕ0) und σt0 : [0, ϕ0] → R2 definiert durch σt0(ϕ) := (t0, ϕ). Be-
stimmen Sie die Parallelverschiebungen Pγϕ0

, Pσt0 in Abhängigkeit von t0, ϕ0.

(b) Berechnen Sie die BilderDF (Pγϕ0
(v)), DF (Pσt0 (v)) für v ∈ R2 in Abhängigkeit

von t0, ϕ0. Interpretieren Sie das Ergebnis für verschiedene t0,ϕ0 geometrisch.

Aufgabe 3 (Codazzi-Mainardi bei konformer Parametrisierung)
Sei F ∈ C3(U,R3) konform parametrisiert, also gij = e2uδij (vgl. Beispiel 9.1). Zeigen
Sie mit den Gleichungen von Codazzi-Mainardi

∂2h11 − ∂1h12 = (∂2u) (h11 + h22)
∂2h12 − ∂1h22 = −(∂1u) (h11 + h22).

Verifizieren Sie ∂α(h11 + h22) = e2u∂αH + 2(∂αu)(h11 + h22), und folgern Sie

∂1(h11 − h22) + 2 ∂2h12 = e2u∂1H,
∂2(h11 − h22)− 2 ∂1h12 = −e2u∂2H.

Anmerkung: Im Fall H konstant ist also h11 − h22 − 2i h12 holomorph.
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