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Thema dieses Zettels ist der sogenannte Hauptsatz für Raumkurven. Dieser beantwortet
für Raumkurven die Frage, welche geometrischen Invarianten die Kurve bestimmen. Z.B.:
Ist eine Raumkurve durch ihre Krümmung eindeutig bestimmt?

Aufgabe 1 (begleitende Orthonormalbasen)
Zeigen Sie: für v1, . . . , vn ∈ C1(I,Rn) und t0 ∈ I sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) 〈vi, vj〉 = δij für 1 ≤ i, j ≤ n.

(2) Es gibt Funktionen aij ∈ C0(I) mit aji = −aij, so dass gilt:

v′i =
n∑

j=1

aijvj für i = 1, . . . , n und 〈vi(t0), vj(t0)〉 = δij.

Hinweis. Für (2)⇒(1) betrachte gij := 〈vi, vj〉.

Definition 1 Eine nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve c ∈ C2(I,R3) heißt Fre-
netkurve, falls κ(s) 6= 0 für alle s ∈ I. Das Frenet-Dreibein T,N,B von c ist

T = c′ (Tangentenvektor)

N =
c′′

|c′′|
(Hauptnormalenvektor)

B = T ×N (Binormalenvektor)

Definition 2 Sei c ∈ C3(I,R3) eine nach der Bogenlänge parametrisierte Frenetkurve.
Die Torsion von c ist die Funktion

τ : I → R, τ(s) = 〈N ′(s), B(s)〉,
wobei T,N,B das Frenet-Dreibein von c ist.

Aufgabe 2(Frenetgleichungen)

(a) Sei c ∈ C3(I,R3) nach der Bogenlänge parametrisierte Frenetkurve mit Frenet-
Dreibein T,N,B. Zeigen Sie:

T ′ = 0 + κN + 0
N ′ = −κT + 0 + τB
B′ = 0 − τN + 0

(b) Zeigen Sie: Ist c ∈ C3(I;R3) Frenetkurve und τ = 0, so liegt c in einer Ebene.

Aufgabe 3(Hauptsatz für Raumkurven)
Seien k ∈ C1(I), k > 0, und ω ∈ C0(I) gegebene Funktionen auf I = [a, b]. Zeigen Sie: Es
gibt eine nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve c ∈ C3(I,R3) mit Krümmung κ = k
und Torsion τ = ω. Die Kurve c ist eindeutig bestimmt bis auf Euklidische Bewegung.
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